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1. EINE KLASSE VON REGULARISIERUNGSVERFAHREN FOR LINEARE NICHT-
KORREKTE AUFGABEN

1.1 Nichtkorrekte Aufgaben. Wir betrachten die Aufgabe

(1) An=f, A:E->F, E,F-metrische Raume.

Der Korrentheitsbegriff fiir die Aufgabe (1) (siehe z.B. [5,8,26])
enthdlt:

1. die Existenz einer LOsung fiir jedes f €F;

2. die Eindeutigkeit der LOsung;

3. die stetige Abhdngigkeit der LOosung von Daten:

(A-l -1

de(fg.f) >0 (60) =d (A" fs, A7 f) >0 (6-0).

Ist eine oder mehrere der Bedingungen 1.-3. verletzt, heiBt die

falls fiir jedes f €R(A) cF

sup s By B F) >0 1520),
EVNi6+6
£ €F
dp(f5.F)s6
1

Hier bezeichnet A" "f die Menge aller Urbilder von f, d.h. die

Menge aller Ldsungen von (1).

Zuerst konstruiert man eine parameterabhdngige Abbildung Kr BB
so daB

1

distp (K. f,A"f) >0 (r-=) vfEeR(A)

(das ist die Konvergenz bei exakten Daten) und dann setzt man
R6 =Kr(6) oder Réf6 =Kr(6,f6)
mit einer geeeigneten Parameterauswahl r =R(&) oder r =r(6,f6).

In dieser Sektion 1 konstruieren wir Kr flir Tineare Gleichungen in
Hilbertrdumen. In den Sektionen 2-5 sind die Parameterauswahlen
r=r(8) und r =r(6,f6) untersucht.

1.2 Beispiele nichtkorrekter Aufgaben.

(Au)(t) := fPK(t,s)u(s)ds = £(t) (astsb), E=F=L,(a,b).
Ist K(t,s).=K{s,E), A (M) 20 {1=1,2,...], so Tst A=A" z0.

b) Warmeleitungsaufgabe mit_umgekehrter Zeit:

%%= 2 ?Q—(a(x)aiu), X€QSIRn, B<tsT,
k=1 k k
alxst) =0, x€ean;, 0st=T,
U TY =o(x)s x€Q (anstatt u(x,0) =o(x));
gesucht ist u(x,0) =:¢@(x), X €Q.
Eine Umformulierung der Aufgabe:
Ap =9, E=F =L2(Q).

Sei @ <R" beschrinkt, a €C(RQ), a(x) >0 (x€&), dann hat der Opera-
tor A die Darstellung

Ap = (w,U-)e'AiTU- (= A=A >0, Al = goAtl <wl)
j=1 J J
wo Aj (0 <Ay Si,s...) und usj ((ui,uj) =61j) die Eigenwerte und
Eigenfunktionen der Eigenwertaufgabe
L Ju
- kil 37; (a(X)EY;) = NUis X € @y

u(x) =0, x € 3@
sind.

Beweis: Fourier-Zerlegung

uifxt) == (m,ui)e-kjtu.
i=1 :

der Losung der Warmeleitungsaufgabe mit u(x,0) =o(x), X €Q.




1.3 Eine Klasse von Regularisierungsverfahren (Fall A% = 20)

Betrachten wir die Aufgabe

(1) Au=f, A€ L(H,H), H-Hilbertraum
A=A"20, llAlsa.

Es seien g, :[0,a] » IR (oder €) Borel-meBbare Funktionen mit den
Eigenschaften

(2) sup [gr(x)l syr (r>0), y=const,
O<xs=a

(3) sup AP[1-ag (2)] sy r'P (r>0, 0spsp)),
0sxsa P P
= 20
Yp=cons
Die Niherungsldsung zur Gleichung (1) konstruieren wir mittels der

Formel

(4) u, = (1-Ag,(A))u, +g,.(A)f.

Hier ist Uy die Anfangsanndherung, z.B. u, =0 (dann u, =gr(A)f).

Ist A =OIaAdP(A) die Spektralzerlegung von A, so definiert man

gr(A) =0Iagr(x)dP(A). Im wichtigen Fall des kompakten Operators A
mit

Aus =2suss 223y 2... 210, (u

i i suj) =8

iUy o (G 9= 1, 2aneic))

haben wir =
9.(A)F =1§1(f’”1)9r(xi)“i'

1.4 Erzeugung eines Regularisierungsverfahrens durch eine Funktion

g : [0,o] »IR. Voraussetzungen:

y= sup [g(1)] <,
0<X< @

v,z sup AP|1-ag(1)] <= (0spsp).
p O§A<oo

Eiir gr(x) :=rg(rr) sind dann (2),(3) mit a == erfillt.

1.5 Beispiele von Regularisierungsmethoden (Fall A =A* =0)-
-1

a) Lawrentiewsche Methode Uy, =(r_11 +A)

genden Funktion g(a) =(1+x)'1, d.h.
-1

f entspricht der erzeu-

g,.(x) =rg(rx) =r(l+ra) =(r1+A)_1.

Die Bedingungen (2) und (3) sind mit y=1, p_=1, rp:pp(l-p)l‘p
(0sp=sl) erfiillt.

Meistens benutzt man den Parameter « =r_1 statt r und bezeichnet
Uy = (al +A)_1f. Fiir eine Integralgleichung erster Art Au =f bedeu-
tet die Anwendung der Lawrentiewschen Methode ein Ubergang zu der
Integralgleichung zweiter Art au +Au =f.

05 Orsx <l
g(1) =
/s 2=l
und
1o 20 & A= 1
g(x) =
1/ %s A2 Ly
d. b :
050 s5ea ey Gk ss
9,.(2) = : 1 bzw. g.(2) =47
/A,st<w, T,ng«»

Die Bedingungen (2) und (3) sind mit

Tl S Yp =1 {0=p <) baw, ¥ =Ly Py ey ===y

o
=
o
+
R
<

(0 cp <) erfiillt.
Im Falle eines kompakten Operators A mit

Aui =xiui, Al z 2, Becnie O (ui,uj) =6ij’
hat die Anndherung (4) die Form

& (f,U.i)
W= e —
r 1 A i
xig? 1
bzw.
b3 ety [f- = L (F.u.) ]
u_ = [ 2 o i e yU= U <5
i e SRR R N s e
i%r i%p
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c) Eine Klasse von Iterationsverfahren. B (a(x)37;>’ s s
Es sei g :[0,a] >R eine Borel-meBbare Funktion. Betrachten wir u(x,0 s, X€eqg, Ost=sT,

) =0
die Iterationsmethode u(x,0) =¢n-1(x)’ sica
U S g -g(A)(Aun_l—f), ne=sl2niitn s Sot

Durch Induktion ist es leicht zu sehen, daB

n-1 fe IR o PR e e R L S S R e L s, e e
n 1 1
u, = (I-Ag(A))"u, +j§o(I-Ag(A))Jg(A)f, 9(0) =mgps @0 (= vy =1, * = tap}?)
d-h. und hat die Form

Up = (I-Agy(A))uy +9,(A)F a FRu =mu. g FF, n=1.2,...
mit

n-1 j i A Diese Iterationsmethoden sind linear beziiglich f. Nichtlineare
9 () =j§0(1'lg(k)) glxy =ll-kgln)d "« Methoden siehe z.B. in [1,15,24], sie gehen aus von Schema (2)-(4).
Lemma: Sei g :[0,a]l »RR beschrinkt, stetig §ir A =0, g(0)>0, ' d) Stetige Version der Iterationsverfahren:
sup |1- g(r)] <1 Vvee€ (0,a). u'(t) +Au(t) =f, u(0) =u,

St , Die Losung dieser Aufgabe
Dann s4ind §ir 9 :[0,a] > IR die Bedingungen (2) und (3) mit

-tA t_-(t-s)A
Py == erfillr: u,.:=u(t) =e uy +0j e ) sl (T=kt)
= e W 0= : : F S _ _ _
Sup Jo, )] s brSlideonls % SEue aia] ot e Foirm () g Ay =L2e il St Bunkeeton
=1 =B : : : y
sup >\Pll_)‘gn()\ﬂ sypn-p (0 =852,0 000 Dap<ch g(r) =r “(l-e ") erzeugt. Die Bedingungen (2) und (3) sind mit
Osxs<a p
v=1.pg == vy =(8) (0sp<e)

Beweis: [33], S. 37-38. erfillt.

---------------------------- ~e) Iterierte Version der Lawrentiewschen Methode:
g(1) =u = const, ue(0,5),

und haben die Form

Un =un—1'u(Aun-1‘f), T LA T S X i ':ui:z hhu % Ty g B F (=L pmid >0,
Es ist klar, daB gilt y=u. Im Falle y€ (0,11 ist v, = (£) (0sp<=). r=Yn,q
Diese Iterationsverfahren kann man auch benutzen, um die Warmelei- ist wieder eine Methode der Klasse (4). N&mlich
tungsaufgabe mit der umgekehrten Zeit (siehe Sektion 1.2) zu 10sen: um,a =(I-Agm,a(A))uo +gm’a(A)f

0, =0, 1 - (Ao, _q-¥), n=1,2,.... mit -l g . A
Die Anwendung von A zu @1 bedeutet hier das Losen einer wohlge- In.a =j§0 Z;:;3311'=7 Ll'(;:7> ]

stellten Warmeleitungsaufgabe (mit der Zeit vorwdrts): Awn_l = XY,
wo u die LOosung der Aufgabe
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Es ist leicht nachprifbar, daB

-1
sup g (A)] =ma °,
0gA<eo m, o
p m-p
sup AP|1-ag, (M) =(B) - (1-B)" ToP (0spsm).
0 A< 2

1 als den Regularisationsparameter, sind Bedingun-

Betrachtend r = o~
gen (2) und (3) mit-p,=m erfullt. e

Bedingungen (2) und (3) sind auch beziiglich r =ma erfiillt. Das
erlaubt uns, auch beide Parameter m und a gleichzeitzig zu vari-

: . -1
ieren. Dabei Py = falls m>wo, wenn r =ma ~ -o.

1.6 Konvergenz bei exakten Daten. (Fall A =A* 20)

Mit R(A) bezeichnen wir das Bild von A.

Satz 1 Es sei A=A 20, IIAll sa und (3) sei enfillt. Dann gelten
§in die Anndherung (4) die folgenden Behaupiungen.

1. Fiir jedes fEH gilt Aur-+Pf (r-w), wo P der Onthoprojektorn zu
R(R) 4ist.
Z. Fin fedes fE€R(A) gilf u, -uy (r->w), wo u, die zu s ndchste
Lésung den GLeichung (1) 4isZ. Im Falle
Ug - Uy =APv, pi2i0s
gelten die Fehlerabschdtzungen

I Aq(ur-u*)llsprrqll vit v (P*¥a) (20,9 20,p4g $p,)s
11 A% (up-uy) 1= o0 (r™(P¥A)) (P20,q20.p+q <p,).
5. 'Sed |gr(0)|-+w (r»w) erfitlt. Dann gilt fin f € R(A)

Hu, oo (r-e).

véllig, fiir die anderen Behauptungen ist das Folgende hinreichend:

11

{(3%) " sup’|il=Ng (1) Sy =const r>0),
ol P sy, ( )

(3 1-Agr(x) 08 (e o) RV Te (0011
Zuerst beweisen wir zwei Hilfssdtze.

Lemma 1. Aus (3') und (3") folgt, daB
(I-Agr (A))w-»Pow (r >) V WEH,
wo P, den 0thoprojektorn auf N(A) (Nullraum von A) is%t.

Beweis: Weil P +P =1, (I-Ag,.(A))P w =P w, ist es notig zu zeigen,
daB (I-Ag,.(A))Pw >0 (r-w=).

Das Element v :=Pw ist zu N(A) orthogonal, deshalb hat die ein-
punktige Menge {0} beziiglich d(P(x)v,v) das MaB 0, und die Kon-
vergenz 2 o 2 ,
1 (I-Ag.(A))PvII =0I |1—Agr(x)| d(P(A)v,v) >0 (r-w)

folgt aus (3') und (3") nach dem Satz von Lebesgue.

Lemma 2. Aus (3) folgt, daB 4ir 0 <p <P, gilt
rP1 AP(1-Ag (A))VII»0 (r-»=) v veR(A).

Beweis: Das folgt aus dem Satz von Banach-Steinhaus, weil

rPil AP (1-Ag ()1l s erpr'P =v, (r>0)

und fiir ¢ >0, p+e $Ygs gilt R(AE) =R(AY,

rPi Ap(I-Agr(A))Aswll S Y v P I0 (e

Beweis des Satzes 1:

i Au.-f =(I—Agr(A))(Au0—f)L—Y Py (Au -f) =it
Aur-+f-P0f =Pf.
2 U.-Uy =(I—Agr(A))(uo-u*), U=y L N(A)S

o-u*) =0.

u.-u, — P _(u
2 e
ug-uy = APv = A%(u -u,) = AP*9(1-Ag (A))v,

r
benutzen (3) und L.2.

3L Sein r o, U Sl S const.
n rn
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Wir haben zu beweisen, daB f € R(A). Aus (4) und (3') sehen wir,
daB g, (A)fll £ const (neN=1{1,2,3,...3), damit hat die Folge
9, (A)f €ine schwach konvergierende Teilfolge: 9y (A)f--u'€H

n n

(n€N'<=IN) . Nach Lemma 1 Agr (A)f>Pf. Damit Au' =pf, pf €R(A).
Weil 2
Pogrn(A)f = g,pm(O)Po1c

fir n >« beschrdankt ist, aber [gr (0)] »=, ist Pof =10 S FEREA)E
n

1.7 Symmetrisierung der allgemeinen linearen Aufgabe

Betrachten wir nun die allgemeine lineare Gleichung

(1) Au=f, A€L(H,F), H,F-Hilbertrdume.
Mit A* €L(F,H) bekommen wir die Aufgabe
(1') A%Au=A%F, A"AcL(H,H), (A"M)* =A"Az20.
Aufgabe (1') ist dquivalent mit der Aufgabe
Au =Qf, Q-Orthoprojektor zu R(A) cF
und mit der Extremalaufgabe
Il Au-£112> min.

Wir werden die folgende Terminologie benutzen:

Quasildsung von (1) = Ldsung von (1');
Def.

Pseudoldsung von (1) = Quasildsung mit minimaler Norm.
Def.

1.8 Regularisierungsverfahren fiir allgemeine Tineare Aufgaben
(Fall. AelL(H,F)

Betrachten wir wieder die allgemeine Tineare Aufgabe
(1) Au=f, AEL(H,F), IANZsa
und die entsprechende symmetrisierte Aufgabe

(1') A%Au=A"¢.

o~ i Moo

153

Es sei eine Familie von Borel-meBbaren Funktionen 9, :[0,a] > 1R
(oder €), r>0, wie in der Sektion 1.3 vorgegeben, die den Be-
dingungen (2) und (3) geniigen.

Die Anndherung zur Losung (oder Quasildsung) von (1) konstruieren
wir mittels der Formel

(4') u, = (I-A"Ag (A"A))u_ +g,(A"A)A"F

(das ist die Formel (4), angewendet auf (1')).

Die Beispiele konkreter Methoden sind die selben wie in der Sektion
1.5. Der Lawrentiewschen Methode (1962) entspricht die Tichonowsche
Methode (1963)

u = (r AR TIATE (oder u = (al +AA)TIATE, a=1/r).

1.9 Konvergenz bei exakten Daten (Fall A€L(H,F)).

Satz 2. Sei AEL(H,F), I1AN%sa und (3) enfiillt. Dann gelten fir

die Anndherung (4') die folLgenden Behauptungen.
1. Firn jedes fEF, Aur-»Qf (r->w).

2. Falls Qf € R(A), dann U.=>Uy (roe), wo u, die zu Uy nichste LG-
sung von (1') (Quasikésung von (1)) Lskt.
Im Falle

Up—Uy = [APv, pzo L

(1A] = (A*A)1/%)

gelten die Fehlerabschitzungen
1Ayt 11 5 ¥ (pagy g2l VI w7 (PF9)/2
(P20, 920, ptq=2p,),
1 1A19up-uy) || = o(r™(PFA)/2)
(p20, gz0, ptq<2p,).

3. Fatls Qf €R(A), dann [[u |[»e (ro=).
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* *
Aur—f = (I-AA 9,.(AA ))(Auo-f),
A% (A g *A))a*
( U= (oA Ag (A A))A (Auo—f)
* *

Up-Uy =(I-A Agr(A A))(uo—u*);

man muB beachten, daB
*

Ag(A*A) = g(AA®)A.

Auch die Polarzerlegung eines Operators A € L{H.F) TstiniitzTich:

A=uatm Y2 o a2y, yerqn,r)

HUvil =]l vl v veR(A")cH, Uv=0 v veR(A*)L=nN(A)cH,
lU*z[| =l z]] v zeRTAT<F, U*z=0 v zeR(A)L =N(A") F,

Ein interessanter Vergleich verschiedener Methoden ist in [ 258 @7y
finden.

115

2. ANALYSIS DER OPTIMALITAT UND QUASIOPTIMALITAT DER REGULARI-
SIERUNGSMETHODEN

2.1 Aufgabenstellung, Konvergenz und Fehlerabschdtzungen beim un-

genauen rechten Term.

Aufgabe:

(1) Au=f, A€L(H,H), A =a" 20, ||A||sa, H-Hilbertraum.
Anstatt f €R(A) ist fs€eH, [|f6-f|[g6, gegeben.

Sei 9, :[0,a] >R, O0<r<w, eine Familie von Borel-meBbaren
Funktionen mit den Eigenschaften (siehe Sektion 1.3)

(2) sup lgr(x)l <yr (r>0), y=const.
Osasa

(3) sup AP|1-2g.(2)| sy.r'P (r>0,0spsp_), vy =const.
Osisa i P 9

Fir die Ndherungsldsung
(4) up = (I-Ag,(A))uy +g,(A)fg
haben wir
(5) Up-uy = (1-Ag,.(A)) (ug-uy) +9,.(A)(Fg-F),
wo u, eine (genaue) Ldsung von (1) ist. Hieraus
(5') [l up=uyll s T-Ag,.(A)) (u -uy) || +vrs,
weil || g .(A)|l s sup [g.(A)] syr und || fs-f|[s6.
O<x<a

Ist u, die zu u, ndchste Losung, so ist u -u, 1L N(A) und (siehe
Sektion 1.6, Lemma 1)

IK1-Ag,.(A)) (ug-us) [+ 0 (r-e).
Aber yrs -, wenn r -«; dabei u_ -u' €A'1f‘5 oder |[u.||->= (falls

f5 ¢ R(A)). Grenziibergang r >« ist unverniinftig, man miiBte minimi-
sieren I|ur—u*|] beziiglich r >0.

u:////,——————_\\\\\\ﬁu,
Eine solche Minimisierung ist doch ¢ U

unméglich, da wir u, nicht kennen. Es entsteht die Hauptfrage von

Regularisierungsmethoden: wie soll man den Regularisierungsparameter

r=r(5) wahlen?
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Satz 1. Sei A=A"20, [[A|[sa, FER(A), || fo-flls6 und es seien
die Bedingungen (2),(3) erngiklt. Wihlen wir r =r(8) in (4) s0, daB

r(é6) »=, ér(é) -0, wenn &-0.
Dann

ur(é)—»u*, wenn & -0,

wobel uy die zu u, ndchste Lisung von (1) Ls%.

Satz 2. Die Bedingungen des Satzes 1 seien ernfiillt und es sed

(6) 4~ =APv, ||v||se, p>o0.
Wihlen wir IS, | Py 1

v S p(B) sd eP h s PFL o'y =(—p)p+1,

p P Y
dann 1 —RT
P+l
lup-uglls coP™ 6 P*° (0spsp),
1 ! p 1

Cp:(pm+p p_ﬁq)yp_q"pw :
Beweis: Nun
I (1-Ag,.(A)) (ug-u,) Il =|| (I-Ag,(A))APVI| <|| (I-Ag,.(A))AP|| 6 =

s sup AP|1-ag (1) [0 sv r Pe,
Osisa P

und die Ungleichung (5') nimmt die Form
]lur—u*llgyper'p +yrs.

Minimisierend diese Abschd@tzung beziiglich r>0 (arithmetrische
Rechnungen), bekommen wir die Parameterauswahl und die Fehlerab-
schatzung des Satzes.

Gleichheiten. Fiir jedes & >0 existieren dann v (||v]||se) und s

(Il fg-flls6), so daB im Falle u,-u, =APv (0 <p sp,) fir alle r>0

o
I iep
I up-ugllz 222 g g PHL 5 PFL

(cp wie im Satze 2).
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pus 0= <%
Beispiel: Spektralmethode mit g (1) =1, 1
—, A>—=
A r

In diesem Falle p ==, y =1, v =P (p+1)"(P*1) | und folglich
(arithmetische Rechnungen)

=ab =
dp peI> cp 1

Somit gibt es eine Methode, fiir die

1 p
lup-uellsePT6 P (0<p ),

wenn Angangsfehler Ug-Uy die Form (6) hat.

Arithmetische Rechnungen zeigen auch, daB fir andere Methoden von
Sektion 1.5 cp >1. Doch kann man hieraus nicht folgern, daB diese

Methoden ungenauere sind: wir minimierten nicht den Fehler ]|ur-u*H,

sondern seine Abschdtzung.

Ist ¢_>/2, so kann man mit Hilfe der Bemerkung (Aufgabe) doch fol-

gern, daB die entsprechende Methode eine ungenauere als die Spek-
tralmethode ist.

2.2 Optimalitdtsbegriffe. Betrachten wir hier eine allgemeinere
Aufgabe als (1):

Au=f, A:E->F, E,F-Banachrdume;

anstatt f sei wieder seine Ngherung f, ]|f6—f||§6,gegeben.
Jede Abbildung P : F>E kann als eine Methode betrachtet werden:
Pf6 ist Ndherungsldsung.

Sei McE eine Menge. Die GroBe

©(6,P) :=0(6,P,A,M) = sup |[Pf6—u|
u€M,f6€F
Il Au-f6||§6

charakterisiert den maximalen Fehler der Methode P, wenn die LOsung

in M variiert. Eine parameterabhdngige Methode P6 heift
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©(5,Ps)
Tim —8 —— = 13
6-0 inf ©(&,P)

P

- guasioptimal (oder ordnungsoptimal) auf M, wenn

w(é,Pé)gc INfEQ(6sP) 0 <626 .
P 0
Quasioptimalitdtskonstante ( 21)
Lemma 1. Dexn Operatorn A :E->F sei Linear und die Menge M sei zen-
trhalsymmetrisch. Dann gilxt
inf o(6,P,A,M) 2w(6,A,M) := sup [lull.
P ueM, || Aul| =&

|| T|lzw(6,A,M)-c. Dann ist auch -U€M (die zentrale Symmetrie von M)
Nun ersetzen wir das Supremum in der Definition von ©(&6,P,A,M) iiber
u €M durch das Maximum iiber zwei Elemente (U und -U):

©(6,P,A,M) 2max { sup L[Pfé-ﬁl|, sup lIPf6+ﬁ|
f :

6~ 6~
f.-Aul|sé f +Aul|<é
) [

Die Suprema iiber fé ersetzen wir durch f6 =0
©(6,P,A,M) zmax {|| PO-T|| .|| PO+U]| } 2

2 (1] PO-T || +]] PO+T] ) 2
2 21| (PO-T)-(PO+T) || =

= || U)|zw(6,A,M)-e5 ¢-0.

2.3 Quellemengen des Operators A€L(H,F) (H,F-Hilbertrdume).
So heiBen die Mengen

Mpe=Mp“A)={u€H:u=]AWv,|[vHseL p>0,0>0,
wobei

b= AT M2 N e g

Lemma 2. w(8,AM ) (A)) =Pl g
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1 p
T 2 \
TLeP* wenn éz—eo((A*A)p+1).
(5]

Beweis: GemdaB den Definitionen

w(s,A,M

pe e TR B

sup
ueMpe,llAullgé
Fiir einen Operator B =B* 20 gilt die "Mbmentenung]eichung"
p P

[1 BPulls || Bl 9l ull 9 (0sp=q).

Benutzen wir diese Ungleichung fiir B =[A|p mit q =p+l, so bekommen
wir p 1
+1 I T
I IAIPVIEs I TAIPF v PR2 g v PP

und 1 p
BHT ¢ PFT

w(é,A,Mpe) <0
Nun sei (6/6)2 ein Eigenwert von (A*A)p+1
wert von |A|p+1:

und damit &6/6 ein Eigen-

p+1 o i
APy =8y v lle,

Dann ||[A[p+1vo||=6 und

p 1 p
p _ (8,\p+1 = P Pl
W(6,A,Mpe)zll [ il = (5) Hvyll=e 8 .

Aus zwei Ungleichungen fiir w(&,A,M

p
55T BT

pe) folgt die Gleichung

w(é,A,Mpe) =9

T'st (6/9)2 ec((A*A)p+1 kein Eigenwert, dann gehdrt es zu dem ste-
tigen Spektrum von (A*A)p+1, und es gibt eine Folge (vn) mit den
Eigenschaften

‘ p+l . 6 oy
APy, -8y il >0, (v, ll=e,
und der Beweis geht mit kleinen Modifikationen.
1 Piae
bl 2
Bemerkung: W(5.A.Myo(A)) <6P 1 67T, wenn &5 ¢ o (A%A)P1);
6

es gibt eine Formel fiir w(é,A,Mpe) auch in diesem Falle, doch ist
die Formel zu kompliziert fiir die Benutzung.

I 1A]Pv ]
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1. Methoden (2) mit Parameterauswahl wie in Satz 2 sind quasiopti-

mal auf Mpe (0<p SPpys 8 40

2. Spektralmethode mit entsprechender Parameterauswahl ist optimal
auf Mpe fir alle p>0, 6 >0.

2.4 Analysis der Optimalitdt. Es sei-wieder A =A* =0,

Bezeichnen wir

= & i i = AP
Mpeuo = f-EH 2 U -u=A v, [l v||se},
damit Mpeo =Mpe die Quellenmenge von A. Es interessiert uns, wann

fir die Methode (4) die Abschdtzung

1 P
(75 sup ||ur-u||g ep+I 6p+1
uEMpeuo,f6€H
| Au-fg <6

gilt. Eine solche Methode ist, wie wir schon wissen, gegeben bei
der Spektralmethode.

Bisher war (5') unser Ausgangspunkt. Doch kann (5') ungenau sein -
wir haben zu (5) Dreieckungleichung benutzt. Nun gehen wir von (5)
unmittelbar aus:

sup || up-ul] = sup || (I-Ag,.(A))(uy-u) +9,.(R)(Ffg-Au)ll =
uEMpeuo,féeH u€Mpeu0,f6€H
||Au-f6||§6 |]Au-f6[|s6
= sup || (1-Ag,.(A))APV + g (R)z]| =

lvilse,l|l zlls6

= sup 1|9(I'A9r(A))Apv +69, (A)z]] .
[fvll=1,]] z]| s1

Dieses Supremum kann man mit Hilfe von Melkman-Micchelli's Formel
finden (siehe [16]:
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Fiir beliebige Operatoren Ci €L(X,Xi), i=1,2,3 (X,Xi-Hilbertraume)
gilt die Gleichung )
sup ||Cox||= inf sup I!Cox]
Il cyxlls 1,11 Cpxlls1 O<t<l el cpxlZ +(1-t)c,xl1%1 V281

Diese Idee ist realisiert in [29] und [33], die Uberlegungen sind
doch zu technisch fiir eine Vorlesung. Ich bringe nur das Resultat:

Satz 3. Sei A=A" 20, und sed g.(3) =rg(rr), r>0, wobei g :[0,=) >R

eine differenziernbare Funkiion isZ%,

v, := sup aP|l-ag(a)| <= (0spsp,)s
P 0 A<

es sei h'(r) <0 (0 <x<w) fir h(ax) :=1-1g(r). Dann gelten die fol-
genden Behauptungen:

1 SEalshs

= -2p - 2
(8) (p+1)[h Yorp]  22PME00) +(p;1)[h 1(3}3)] g?(2) £1 VAELD,=)

fir ein p E(O,po] gilt, dann ist die Methode (4) mit
1 1

r=h-1(-p—11-) g ik (BT

optimal auf M i.e. (7) gilt.

peug’

2. Ist (8) fir ein x» €[0,») verletzt, so ist auch (7) bei jeder Pa-
rameterauswahl r =r(6,p,8) mindestens fir &/6 €c(Ap+1) verletzt,

d.h. die Methode (4) kann nicht auf M optimal sein.

peu,

Beispiel: Lawrentiewsche Methode, g(x)'=T%T. Dann auch h(2) =I%—,

und (8) nimmt die Form
(p+1)[p_2pA2p +p](1+x)'2 21 (052 <)

Diese Bedingung ist fir 0<p s 3 L~0.618 erfillt und fir p s dEEL

verletzt. Damit ist die Lawrentiewsc?e Methode nur fir 0<p gi%El

auf Mpe optimal, wobei r =é»=p(e/6)F I die entsprechende Parameter-
auswahl ist. Dank Satz 2 ist die Lawrentiewsche Methode quasioptimal
fiir ps1. Andere Beispiele siehe in [29,30,33]; siehe auch [9].
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2.5 Der Fall mit nichtselbstadjungiertem Operator

(1) Aur= £, ATe E(HL F)S ||A||2ga, H,F-Hilbertrdume,
* *
(1') ATAu=A fg,
* * *k %
(4') u, = (I-A"Ag (A"A))ug + g, (A A)A fy.

Satz 1'. Sei AEL(H,F), || Al|sa, Qf €R(A), || f -f[[s& und es selen
(2) und (3) enfillt. Wihlen wir r =r(8) 4in (4') s0, daB

r(é) »=, 62r(6)->0, wenn & -0.

Dann U, gy Uy, Wenn 5§ -0, wobei u, die zu u_ ndchste Quasilisung

0
(Lésung von (17)) 4is%.

Satz 2'. Die Bedingungen des Satzes 1' seien ernfiflt und es sei
ug-uy = [AI7v, [Ivilse, p>0.

Wdhlen win 2 2

2
DT i pET Py —
r=r(8)=d gPrl g PR 4 =(__£L§ >p+ 5
p p Tor
e =sup r 2% sup Al/zlgr(k)1~
r>0 0sisa
Dann 1 p
lupuglisc, o PT 6P (0 <ps2py),
it __p p 1
e (P ™) P P

Satz 3'. Sei A€EL(H,F) und gr(x) sei wie in dem Satze 3. Dann gelten

die folgenden Behaupfungen:

1 Falls
. Apd 1P 2 B it 2
(8') (p+1)[n i | APHZ() +BEL hHmpng® () 51 va € 10,m)
fir ein p 6(0,2p0] gilt, so ist die Methode (4') mit
A
r=h‘H5}T)ep+Is e

optimal auf M ={u€H :uy-u = |A|Pv,|| v||se}, i.e (7) gilt.

pou,

23

2. Ist (8') fir ein A €[0,») verletzt, so ist auch (7) bei jeder
Parameterauswahl r =r(6,p,68) mindestens fiir (5/6)2 Ec((A*A)p+1)

verletzt, i.e. Methode (4') kann nicht auf M

peuU optimal sein.
o

Tichonowsche Methode u, = (al +A*A)'1

*
A¥Fg mit o =%(5/e)2/(p+1) ist
optimal auf Mpe fir 0<p=<2, 8>0.

Andere Beispiele siehe in [29],[30]1,[33].
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3. PARAMETERAUSWAHL NACH DISKREPANZPRINZIP

3.1 Aufgabenstellung wie in Sektion 2.1:

(1) Au=f, A€L(H,H), A=A" 20, ||Al|sa, H-Hilbertraum,
9 :[0,a]l >R Borel-meBbar, r>0,

(2) sup |gr(k)| sS4 (r>0), v =const,
Osisa

(3) sup aP|1-ag (M) sy.rP (rso0, 0 Sp =P ) v - consity
Osasa 4 P 2 P

(4) = (I-Ag,(A))ug +9,(A)Fg, || F5-Fl55.

Nun wird r =r(s) =r(6,f6) mit Hilfe des Diskrepanzprinzips gewdhlt,
d.h. wir wahlen r so, daB IIAur'f6|[ mit & vergleichbar wird.

3.2 Eigenschaften der Diskrepanz.

Lemma 1. 1lim llAur'f6||=[|Auo_f6|l;

r-0
Tim || Au _-f || = inf || Au-f_|| ;
r-co r s ueH 5

8% g,.(X) stetig in r, s0 isZ |[Aur-f5[| stetig in r;

8% |1-1g,.(2)| galtend in r, s0 ist I[Aur-f6|[ §allend in r.

Beweis:

zu der ersten Behauptung:
Au,-fs = (I-Ag (A))(Au,-f4), wobei || Ag.(A)[ls || All |l 9r<A)||(§2;|A|lyr»u
(r-0).
Zu der zweiten Behauptung (siehe Sektion 1.6, Satz 1.1):
Aur-fé--»Pfé—f6 (r»e; P-Orthoprojektor zu R(A)),
[| Au =Fo[|> || PFe-F || = inf || Au-f][]| .

r 6 6 6 ueH 8
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zu der dritten und vierten Behauptung:
Aur—f6 =(I—Agr(A))z, z =Au0—f6,

2 2
[[Au -F, 1 =Ofall-xgr(x)[ d<P(A)z, z>.

Folgerung: Ist f €R(A), Au, = f, so gilt

Tim HAur-fﬁll s||Au,-f ||s6;

Y-

ist zusdtzlich N(A) # {0} und Fa=f eN(A),Ilfé—fl|=5, so gilt

5|l

Tin || Au -, || =5.

=

3.3 Parameterauswahl.

IIAuo—féllébzé, so wdhlen wir r=0 (und betrachten u, als die
Ndherungsldsung von (1)). Ist [IAuo-f6||>b25, so wihlen wir
ein beliebiges r=r(6), so daB die Ungleichungen

blééllAUr'f6[f§b26
erfiillt sind.

IIAuo—féllébé, so wihlen wir r=0 als Regularisierungsparameter.
Ist ||Auo—f6||>b6, so wdhlen wir ein beliebiges r=r(s8), so
daB
|| Au,-f4]|sbs,
}]Aur.—féllzbé fiir ein r'€lor,r].
Regel 2 ist insbesondere bequem fiir Iterationsverfahren:

unterbricht man die Iteration mit dem ersten n, fir das
|| Au -fgll<b, so ist fir n'=n-1 automatisch || Au,_q-fgll>bs.
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3.4 Hilfssatz. ‘ 3.5 Konvergenz und Fehlerabschatzungen.
. + 3 ? s 5
Lemma 2. Sei WweN(A) . Dann s4ind §ir beliebige r=r(&) die Satz 1. Es sei A=A*20, ||A||=a, feR(A), ||f6—f|[§6 und die
golgenden Bedingungen dquivalent: : Bedingungen (2), (3) seien mit Yo=1s p0>1 enflillt. Dern Re-
£2] (I-Ag.(A))w-0 (6-0) 3 gulanisienungsparameter r=r(8) sedi gemdB Regelf 1 oder Re-
r ,

o gel 2 gewdhlt. Dann gilit
() A(I-Ag,.(A))w=0 (8-0)
5r(86)-0 , ur(é)eu* (6-0) ,
Beweis: Es ist klar, daB (i)=(ii). Fir r=r(8)-e (r-=) ist

auch (ii)=(i) trivial: aufgrund von Sektion 1.6, Lemma 1, wobel u, die zu uy ndchste Lisung von (1) Lst. Im Falle
folgt |[(I-Agr(A))w|}»0 (r-=). Damit geniigt es den Fall zu 1 TIREE AR APv , p>0, ||vlls e
betrachten, daB r =r(6 )sr=const, & -0 und [| Av || -0 fir

gelten die Abschdtzungen
v, = (I-Ag. (A))w ;
n

1 it
. : 9 . i r(6) s d_oP¥L 5 P¥I
wir haben zu zeigen, daB llvn]]»O. Weil |]vn||§yollw]|, i p
die Folge (v, ) beschrdnkt und damit schwach kompakt; es sei 1 P
. I p+T
' (neN'eIN={1,2,3,...}) Hupsy = uell s €poP™2 6™ L 0 <pspy -1,
V. _ ===V = 5 & 3Dy e s .
L = wobed
Dann ist Avn--aAv' (neN') und Av'=0, v'eN(A). Nun folgt | 1 P
2 Yp+1 P+l p+I i Al
vyl =(Vn’(I'Agrn(A))w)z(vn’w)'(AVn’grn(A)W)*(V',W)zo | dy = (EITT) : By = (by+1) p+ de (fir die Regef 1),
(RN i | 4y = (ijl)p+ 5w ny 2 TP, vd, (gin die Regel 7).
weil || AvnH -0, || 9, (M) syr syF, v'eEN(A), weN(A)". Alle
n { - iy
schwach konvergierenden Teilfolgen von (v ) konvergieren ( Beweis: Es gelten: u - u, € N(A)
also stark gegen 0. Das bedeutet, daB || v || -0. |
n (5) U = uy = (I-Ag(A))(ug-uy) + g .(A)(fg-F) »

(6)  Au-fy = A(I-Ag,.(A))(u -uy) - (I-Ag,(A))(fg-F)
Aus (6) folgt, daB

| A(T-Ag,.(A)) (ug-us) |l s || Au ~Fgll + 6 ,

O\

|1 A(T-Ag,(A)) (ug-u) || = |1 Ay -Fgll - 5 .

0

Es sei r=r(6) mittels der Regel 1 gewdhlt. Dann gilt
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(7) ITACT-Agy () (A))(ug-u) || s (by+l)s
(8) [TA(T-Ag, 5y (A)) (ug-u) || = (by-1)6

Aus (7) und Lemma 2 folgt, daB
1 (1-Ag, (51 (A)) (ug=u,) ||~ 0 (550)
Das war der erste Term in (5). Fir den zweiten gilt
19y (5) (A (fs-T)]] s yr(s)s
GemdB Lemma 2 von Sektion 1.6 folgt
ri]ACI-Ag, (A)) (ug-u, )| » 0 (rsw)
(hier benutzen wir die Bedingung po>1). Zusammen mit (8)

folgt hieraus, daB sr(s)-0 (5-0), und damit erhalten wir

auch die Konvergenz ||ur(6)—u*j]»0 (6-0).

Sei nun u -uy = APy , 0<psp,-1 5 [|Vv||se . Dann ist
1 =
I ACT-Rg(A)) (ug=ux) || = | AP*H(1-Rg (A))V] s v,,q or (P*D)

und (8) nimmt die Form an:

~(p+1) 1
(by=1)6 5 vy, 00r(6)] . r(s) s (g2t 9/6)5;T

und das ist eine der Behauptungen des Satzes.
Der zweite Term in (5) besitzt die Abschatzung

1 P
11905y (A)(F5=F)[| < yr(8)5 s vy oP7T &PFT .

Den ersten Term schitzen wir mit Hilfe der Momentenunglei-
chung und (7) ab: :

[ (1-Ag,.(A)) (uy-uy) || = || AP(I-Ag (A))v]

p 1
< 1 AP (1-Ag (A1 PFT)| (1-ag (A))v]| PFT

IA

IA

2.9

A

p 1
|1 A(T-Ag,.(A)) (uy-u,) ]| P¥T eFIT(i)
1

p p
p+T p+1 (p+T

A

(b2+1)

und damit erhalten wir die Abschdtzung des Satzes fir
[|ur(6)—u*l! im Falle der Regel 1.

Der Fall der Regel 2 bleibt als eine Ubungsaufgabe, ebenso
der Fall, wenn Regel 1 oder 2 r=0 ergeben.

3.6 Bemerkungen.

1. Aus der Fehlerabschdtzung des Satzes 1 folgt, daB die
Methoden (4) mit der Parameterauswahl gemdB den Regeln

1 und 2 auf den Quellenmengen Mpe fir 0<p§po—1 quasi-

Yo
1
optimal sind. Bei a priori Parameterauswah] r=d(e/6)E:T
-erhielten wir die Quasioptimalitit auf M fir nggpO

peu
Hier-sehen wir, daB das Diskrepanzprinzip fgr die Para-
meterauswahl einen Nachteil hat. Fiir Methoden mit Py
(z.B. fir Iterationsmethoden) tritt dieser Nachteil je-
doch nicht auf.

2. Wir heben den folgenden Vorteil des Diskrepanzprinzips
hervor: die Regeln 1 und 2 benutzen keine Information

1
p+1

ist nur moglich, wenn wir p und 6 kennen, d.h. wissen,

iber die LOsung. Vergleiche: a priori Wahl r=d(8/5)

zu welcher Menge M

pou die Losung u, gehdrt!
(0]

3. Satz 1 ist fiir die Lawrentiew-Methode nicht anwendbar,
da in diesem Fall po=1, aber im Satz p0>1 gefordert ist.
Und in der Tat divergiert die Lawrentiew-Methode mit der
Parameterauswahl gemdB den Regeln 1 und 2 (sie konver-
giert jedoch schwach).
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4. Die Methoden (4) mit Parameterauswahl

llAur-f =

5l
divergieren (sogar im Falle N(A)={0}), siehe [28] oder
E331«

3.7 Der Fall nichtselbstadjungierter Operatoren
(1) Au=+F, A€ L(H,F) , ||All% s a , H,F-Hilbertrdume,
(1) A"Au = A™f, ,
* * * *
(4') Uy, = (I-A Agr(A A)uo + gr(A A)A fs > llfé-fll =5

Satz 1'. Sei AEL(H,F), ||A[|% sa, feR(A), || fs-f|ls & und

es seden (2) und (3) mit y0=1, po>% enfillt. Der Regulari-
sienungsparameten r=r(6) sei gemdB den Regelfn 1 oder 2 ge-
wihLt. Dann gilzt

82r(5) » 0 , u (6-0) ,

r(s) ~ Ux

wobed u, die zu Uy ndchste Lésung von (1) List.
Im Falle

Uy Uy = [&I1Py » 5 >0 5 [[v]ise

gelten die Abschdtzungen

2 2
r(o) = dp eE:T ) BEl >
1 p
|[ur(6)-u*|| < ¢, oP*T 5 P+ » 0<ps2p -1,
wobed

Y Z .
a - ( (p;})/z)pTr e, - (bt 1)PFT 4 Y*d;/z (Reget 1)

Y 2 p
dp = <_L£§}%L§>5:T 5T . Cg = (b+1)53;_I + Y*dé/z (Regel 2)

>
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-1
ve = sup r % qup Al/zlgr(x)
r>0 O<xsa

Beweis: [27] oder [33].
Dieser Satz ist auch fir die Tichonowsche Methode anwend-
bar (da nun nur p0>% gefordert ist); diese Methode ist qua-

sioptimal auf Mpe fiir O<psl.

Im Gegensatz zu (4) konvergieren die Methoden (4') mit der
Parameterauswahl (Sektion 4)

|| Au, =gl =6




32 | o

| 1 2
4. KRITISCHES NIVEAU DER DISKREPANZ ‘ gr(x) = L ace , k.=t 1 s
r I+x
4.1 Aufgabenstellung (etwas abgedndert): ! i 2 Agr(x) ke r'lgr(x) (Gleichheit in (3)!)
2 : - : i
(1) Au=f , A€ L(H,F) , [[A[|" sa , H,F-Hilbertrdume; b) Iterierte Tichonowsche Methode.
* * * *
2) ul, = (T-A Agu(A A))uL = g (R AA T o ll fa-fllisio s x
L) 0 i i 5 6 : c) Spektralmethode mit g (1) = {; Sl ﬁ<r 3
g, : [0,a] » IR Borel-meBbar, r > 0 , Rt AR
o) t d) Stetige Version des Iterationsverfahrens (r=tz0):
2, I s | , * *
(3) gr(x)go » 0sl-ag.(1) = < (0sxsa) 5 «, Sgisa gr(x) > ! u'(t) + A Au(t) = A fs » u(o) = U,
(4). 8Brs e Syr ,r >0, ‘B =iconst > 0", y = consts ! e) Implizite Iterationsverfahren (r=nz0):

r

% *
Die Parameterauswahl r=r(8) geschieht auf dem Diskrepanzni- oty + A AU, = auy g + A, n=1,2,... (a=const>0)

veau |[Au -fs[|=6; bei Iterationsverfahren bleibt das Ver- f) Explizite Iterationsverfahren (Landweber-Friedman Itera-
fahren stehen bis zu demjenigen n=n(68), fir das zum ersten tionen):
Mal || Au -f.||<6 dist. : | o
5 1
n ’ U = MU g = A (Aun-l-fé) S I e (0<u§—a-)

Man beachte die gednderte Beschrankung fir u (friher O<u§§).
0s1-2ag.2) =1,
g) Die Klasse der Iterationsverfahren:

Agr(k) 1 -1 -1 u. = - g(A*A)A*(Au <) n=1,2,:

0 & aMl-ag (1))s —— s — 5B F i n n=1 n=l 5L Ao
r r ;

wo g : [0,al-»IR eine Borel-meBbare Funktion ist,
und damit |

’ 0 £1-2xg(r) = gla) (0sixsa) , k ¢ = sup g( )<=
K
0sxsa

sup Apll-xgr(x)l < 87 Pr7P (0sps1)

Osis<a Fir eine ausfihrliche Darstellung siehe [28] oder [33].

vgl. die Bedingungen an 9, in den Abschnitten 1-3.

4.3 Eine wichtige Ungleichung.

4.2 Beispiele der Methoden (2), die den Bedingungen (3), (4)

gentien: Lemma 1. Firn die Ndherung (2) und jedes u€ H gilt die Un-

gleichung

1

a) Tichonowsche Methode u =(aI+A A) TA™f, , a=

5| =

2 2 2
[Tup-ull ™ + e ([[Au-F[] 7 - [[Au-Fg[] ") =

(5) * *
< ((I-A Agr(A A))(uo-u) 5 uo-u) (r>0)
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Beweis. Wir haben

Up-u = (I-A7Ag,(ATA))(u -u) + g, (ATA)A™ (fgz-Au)

und damit

lu,-ull? =

((I-A"Ag,(A"A))(ug-u) , (I-A"Ag (A"A))(u -u)) +
+ 2Re((1-A"Ag (AA))(ug-u) » g (A"A)A™(f -Au) +

+ (g (A"R)AT(f -Au) , g (A"A)A™(f -Au)) =
l

"

* *
((I-A"Ag,(A7A))“(u,-u) » ug-u) +

+ 2Re(Ag,(A"A)(I-A"Ag,(A"A))(u -u) , fg-Au) +
+ (ANTg (AAT)g,.(AA™)(Fg-Au) , fg-Au)

Wir zerlegen Auo-f in die Summe von A(uo-u) und Au-f6 und

8
schreiben eine Hilfsgleichung:

(9, (AA")(I-AA"g, (AA))(Au -F5) 5 Aug-fy)
= (9, (AN")(1-AR"g, (AR"))A(ug-u) » A(ug-u)) +
+ 2Re(g,(AAT)(1-AA"g, (AA¥))A(u -u) , Au-f) +
+ (g, (AN")(I-AA"g, (AR"))(Au-f5) , Au-fg) =

(A*Agr(A*A)(I-A*Agr(A*A))(uo-u) . ug-u) +

+ 2Re(Ag,.(A"A)(I-A"Ag (A*A))(uy-u) , Au-fy) +
+ (gr(AA*)(I-AA*gr(AA*))(fé—Au) , Fg-Au).

Man beachte die Reihenfolge der Operatoren A und A%

Wir haben mehrmals die Gleichung A*g(AA*) = g(A*A)A* be-
nutzt. Nun summieren wir die erhaltenen Gleichungen glied-
weise:
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2 * * *
Hup=ull? + (9, (AR")(1-AA"g, (AA"))(Ru -F5) . Au -fg) =
* * %
= ((I-A"Ag.(A"A))(ug-u) » uj-u) + (g,.(AR*)(fg-Au) , fg-Au)
Um (5) zu erhalten, bleibt zu bemerken,- daB
* 2
(9.(AA ) (fg-Au) , fg-Au) = Krllfé-Au|I 5
* * * )
(9,(AA")(I-AA"g (AR"))(Ruy-Fg) » Au-fs) 2 x|l Au-fsll © .
Die erste Ungleichung ist klar, weil [|gr(AA*)!|ssup |gr(A)|=Kr s
0<

sAs<a
Die zweite folgt aus der Ungleichung (benutze (3)!)

9, () (1-2g,(1)) = «,(1-2g, (1))

weil dann eine analoge Ungleichung auch fiir Operatoren gilt

L}

(gr(AA*)(I-AA*gr(AA*))(Auo-fé) . Aug-fy) 2

* * .2 =
2 kn((I-AA g (AA"))(Au,-Fs) 5 Au ~fs) =

§ * %
cp Il (T-AR"g (AA%)(Ru -f,) 1% =
o - 2
= Kr’IAur féH
. % *
(wir haben Aur'fé = (I-AA gr(AA ))(Auo—fé) benutzt.)

Flir die Tichonowsche Methode und Landweber Iterationen wur-
de das Lemma 1 in [2] formuliert, allgemeiner Fall in [28].

4.4 Ist das Niveau IIAur:iéll = & erreichbar?

Nach Satz 2, Sektion 1,gilt Aur» Qfé (r-o«=), wobei Q der Ortho-
projektor zu R(A) =F ist. Sei f €R(A), dann folgt

[ Au=fgll > 11Qfg=Fll = infl|Au-fg|| s [[Au,-Fg]] =
u€H
= ||f—f6|[g &

*

Ist N(A') = {0} und damit R(A) = F , so gilt

T1im || Au _-f_ || =0 .
e r =6
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Ist N(A™) {0} , so kann | Beweis. Weil ||Aur(6)-f6[l= 6, || Au,-fgllss gilt, folgt aus
1im IlAur—f5]| =5 | (5) fur u=uy, , r=r(8) die Abschdtzung
e |

auftreten, und dann ist es méglich, daB ||Aur—f6|I>6 fiir { (7) |[ur-u*||2 < ((I—A*Agr(A*A))(uo-u*) s> Ug-uy)

alle (endlichen) r. In diesem Fall ist |[Qf6—f6||= (o

eil Qf das ndchste Element zu f in R(A) ist und f €R(A) Elrtdie Kenvergene ur(é)*u* (6-0) geniigt es nun zu zeigen,

mit |{f fé[ISG auch ein Element 1n R(A) ist, muB Qf g=f ‘ Lol
sein. Weil A" Q= A, nimmt die Ndherung (2) in diesem Fa]] die (I-A*Ag (A A))(u -ug) > 0 (620) ,
Form an:

¢ oder (siehe Lemma 2, Sektion 3)

= (I-A"Ag_(AA* ATA)ATE
; S S S _ A*A(I-A" Ag,. (A" A))(ug-uy) = 0 (820) ,

und es folgt u,.-u, , wenn roe (Satz 2, Sektion 1).

oder
7 . . . % b * *
Zusammenfassung: in speziellen Fdllen kann das Diskrepanz A(I-A Agr(A A))(uo—u*) >0 (6-0)
niveau ||Aur-f6||=6 fir alle r>0 unerreichbar sein, aber
dann konvergiert die Methode (2) fiir r-» o auch bei gestdrten: ; Weil
: 2 ; sl | - -
Daten gegen die LOsung von (1). Das Diskrepanzprinzip ; A“r'fa " A(I-A*Agr(A*A))(uo-u*) - (1-AA gr(AA ))(fa'f) ]

IIAur—f6|[=6 ergibt in diesem Fall r(8)=w , ur(6)=u*
so gilt fir r=r(6)

|| A(T-A"Ag,.(A"A)) (u,-u,) || || Aup-Fg || +]] T-AR"g (AR™)|| 65260 (5-0)

i = p 5 3
4.5 Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit. Sei nun ug-uy=|A[%v , || v]|se, O<psl . Die Abschdtzung (7)

nimmt die Form an

5 2
Satz 1. Sei A€L(H,F) , |[|A|]|“sa , fER(A) , || f.-f||sés % e
e 2 Hup-ull s [IKEYZ1APVI] L K = 1-A"Ag (A"A)

und die Bedingungen (3) und (4) seien enfillt. Win wihlen

r=r(8) o0 aus, dag ||Au -fsll=6, wobei u, &n (2) defénienrt 5 Aus (3) folgt, daB K, =K 20 ,
Ls%. Dann konvergient :
KHZ[a1P)* = kV21a1P 2 0
Up(s) = Ux » wenn 6= 0 ,

Benutzen wir fir B=Ki/2(A|p die Momentenungleichung, so folgt:
wobei u, die zu u_ ndchste Lésung von (1) ist. Im Fall

u —u*=|A|pv » |lvllse , gitt déie Fehlerabschitzung - p+l 1

’ cugll- & 11K 2 JalRE e i PRE v | PFT &
p 1 D [Tu -ugll s X v v

(6) lupggy-uell = 2P P PFL g ¢ p oy

p 1
Ik, |a[P¥ly| PFT ¢PF1

IA
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: p+l o
(wir beachten, daB o 21 fir O<psl und daB l'Kr||§1)'

Damit erhalten wir (6):

p 1 i
)||'°_JrI em < (2«5)553—1-9‘.’7I 3

up-uglls [1AK (u,-u,

4.6 Bemerkungen.

1. Es gibt keine Abschdtzungen fir r(6), wenn r=r(8) gemdB

der Bedingung ||Aur-f & gewahlt wird.

e

2. Die Methoden (2) mit Parameterauswahl gemdB der Bedin-
gung ]|Aur-f61|=6 sind quasioptimal auf Mpeuo (0<psl);
p
die Quasioptimalitdtskonstante ist 2p+I (siehe (6)).
3. Ist die Bedingung

sup  AP(1-2g,(2)) s v,r’P (0spsp)
Osasa

- mit einem p0>1 erfillt, so kann man quasioptimale Ab-

schdatzungen auf M auch fir 1spspo erhalten:

peu

o]
_1T p
Hupsy-usll s <y P+l gP+T

wobei cp die Losung der Gleichung

e
2p

p =
p+l ¥ty T € P (yewie in Sekt. 2, 3)

=2

ist (siehe [28] oder [33]); offen bleibt Fall p0<p§2po—1.

4. Stoppen wir die Iterationen (Beispiel g)) mit dem ersten

n=n(s8) , fiir das ||Aun—f61Isé. Dann gelten fiir u*€Mpeuo

die Fehlerabscha@tzungen

39
i _lT o
i symuall = 2P0 eR 0 P s sicts (0 p <Y,
1 p
o ptl _p+l
||un(5) u = c, @ 5 (< p<=)is

wobei k' = sup Al/zg(x). Falls || Au —f6||§6 nicht
Osa<a 2
friher auftritt, kann man mit nkS-z stoppen - die Konver-

genzabschdtzungen bleiben glltig.

Das Diskrepanzprinzip stammt aus Arbeiten von Ivanov [7]
und Morozov [17]. Dabei wurde fiir die Tichonowsche Methode

das kritische Diskrepanzniveau ||Aur-f & benutzt.

6||=
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5. DISKRETISIERUNG UND REGULARISIERUNG

5.1 Aufgabenstellung. Wir betrachten wieder die Aufgabe

(1) Au=f , A€ L(H,F) , ||A]|%sa , H,F-Hilbertriume.
Anstatt f sei ein fg mit ||f6-f||§ & gegeben.

Es sei eine Familie von Borel-meBbarer Funktionen
gr:[O,a] -IR , r>0 , gegeben, wobei wieder

(2) sup Igr(x)|s F¥ri s 50 5y =const ,
O<isa

(3) sup APl1-ag (M) sy rP,r>0, 0sp $p, » v, =const.
O<isa 4 p P

Die Naherungslosung zu (1) wird nun durch die Formel
* * * *
(4) Uy ™= (I'AhAhgr(AhAh))Phuo £ gr(AhAh)Ahfé

konstruiert, wobei
*

. *
Ah = QhAPh (damit Ah = PhA Qh)
und P, € L(H,H) und Qh€ L(F,F) endlichdimensionale Ortho-

projektoren sind. Im Folgenden wird es vorausgesetzt, daB

(5) & ¢ = (lale=p 01l ~ 0 5 np 2 = ] (T-QRIA[) %0 & filr hisl,

Eine notwendige Bedingung dafiir ist die Kompaktheit des
Operators A; hinreichende Bedingungen zu (5) sind die Kom-
paktheit von A und die punktweise Konvergenz Ph» I Qh -1
(h->10).

Es ist moglich spezielle Projektionsmethoden zu konstruieren,
so daB schon die Diskretisierung der Aufgabe (1) als Regula-
risierung wirkt. Diese interessante Frage bleibt im Folgenden
jedoch unberiihrt. Siehe [18, 36, 6, 32]. Uber Diskretisierung
mit einer zusdtzlichen Regularisierung siehe auch [8, 35].
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5.2 Beispiele. Die Tichonowsche Methode nimmt nun die
Form an:

=1 5 *
(6) (r" I+PL A QAP Ju,, = PLA Qf, ;

die expliziten und impliziten Iterationsverfahren neh-
men die Form an:

() Unoh = Ynon,h - R(PRATQpAPLu, o o PLRTO F) L
n =152 5 uo,h--Phu0 , O<u <§ ,

und

(8) (aI+PhA*QhAPh)un’h = o PR T
= 152 5es 00, AP Phu0 s >0

Es seien @pse-050, und Wl,...,vm die Basen von PhH und

QhF (2=dim PhH , m=dim QhF). Fihrt man die Bezeichnungen

ein:

L 3

Gy = (0505055 5121
= m

G‘!’ = (\yi"‘y'l)i,]‘zl ’
= mis %

S L D

i = : s

(f5i¥,)

so erhdlt man die folgende Matrix-Darstellung der Ticho-
nowschen Methode (6):

: 3 S
(61%) Mo = jil cjo5 5 €= 5
S
=1 ] T=d
T ng + B Gw Bc f=iB G
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Die Matrix-Darste]Tungen der Iterationsyerfahren (7) und

(8) sind die folgenden:

Cn—l Y u(BTG;lBEn_l

Ta-1 7
BYELTEY h m=Ts 2y

s n Tacls n n-1 Taclos nels2a60
(18" ) aG@E + B Gw Bc = quE - B,Gw G

wobei
n
3 . €1
u =" E G0 = &= E s
n,h je1 93 o
2

(uy501)
(%)

533 Eine Konkretisierung der Beispiele. Wir illustrieren

die Methoden von Sektion 5.2 an der Integralgleichung er-

ster Art

(Au)(t) := K(t,s)u(s)ds

T

Konkretisieren wir die Rdaume:

filt) (estsd)

H = L2(a,b) 5 (u,v)H = ? u(s)v(s)ds ,
a
d .
F=Lplead) o (F9)p = f f(t)a(t)dt
Hh:= PhH = SPAN{@I,...,wl}cH s
Fh:= QhF = SPAN{WI,...,?m}cF .

wobei @q5- - o

nen sind (siehe die Zeichnungen):

0, und ?1,...,W stlickweise konstante Funktio-

vo——

. we

4 @j(s) s
1 sj=a+gh,3:0,1,...,£
________ el
d ' _b-a
: ; iy
- ; : ‘ > s
a sj_1 sj b
A
¥.o(t) ti=c+it,1=0,1,....m
17 b o 2 it
: ; d=c
! d m
5 ! . >t
S Y

Dann gilt:

S d=l et

0] 2 ¥
wobei Iz die Einheitsmatrix der Ordnung & ist,
ti Si.
bij =t f Kt sjdsdt o i1 .
ti-1 551
ty
o= frdeftydt i=l..am)
! B
i

Die Tichonowsche Methode (6') nimmt die Form an (mit den

Bezeichnungen a=1/r , ujécj)
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2 ul\
u =S UL s U =l 5
ah j=1 Jad = u
2
chu + 1 BTBu =k BTf , oder
A = Lk z e
L TE LE LT
al. + p= B Bu = e B f

Wenn man die Approximationen

b.. & hTK(t_i_l,S-
Z

ij J-%) 0 Fy B ohlY

LY
2
benutzt, so nimmt das letzte Tichonow-System die Form an

au + hekTku = k'g ,

Pl iy o)
o "1 /2
LY IRRE g=( : )

K = (K(t Sj"z'
f.(t. 1)
[ m-z

i
I=o

)

Dieses System kann man auch betrachten als das System,
das man erhdlt, falls man die Tichonwosche Gleichung

auth"Au=A"f, , d.h. die Gleichung

K(t,s)fé(t)dt

oo

b rd
au(s) + f [f K(t,s)K(t,s‘)dt] u(s')ds' =
a ‘c

mittels Quadraturformeln diskretisiert. Doch ist das er-
haltene System kein "reines" Projektionssystem und man
miiBte die folgenden Betrachtungen (Sektionen 5.5-5.8) Uber-
prifen fir "gestdrte" Projektionsmethoden.

In diesem Beispiel gilt fiir geniigend glatte Kerne K(t,s)

g = [IA(I-P )]l = [ (1-P )A"|] scqh , ¢y = LA, ]
h h h 1 el 'LZ»LZ
B ) i
nh = ” (I Qh)AH §C2T » C2 i 72‘HA2|IL2_,L2 E)
wobei
d
(Apf)(s) = f 2KLES) £reyae (asssb) ,

(o

g A 0t

I

i amn B A Ay sy . Pty i

e o oo gt
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ﬂ%%ﬁﬁlﬂsﬂt (lc= t<id)

oo

(Ayu)(t) =

Analog konkretisieren sich die Iterationsmethoden (7')
und ((8*).

5.4 Eine weitere Konkretisierung. Sei nun

b
H=w;(a,b) (Sobolew-Raum), (u,v)y =JLu(s)v(s)+u'(s)v'(s)lds ,
a

Ei= L2(c,d), icF wie: in. Sektion /5.3 .
Hh = SPAN{wo,wl,...,wn}cH 5

wobei Oys®Pps---s® die linearen B-Splinefunktionen sind:

o T e o Sl 57at3h,3=0,1,...
_b-a
i
a b
Dann gilt:
Gy =L, (Im-Einheitsmatrix der Ordnung m) ,
1-1 : 20
Al 2 .
6o = % =1 2 :% 5 1 4 _%
-1°2 -1 g are=
-1 1 J S

Jetzt kann man die Systeme (6')-(8') konkretisieren. Mei-
stens benutzt man dabei die Approximationen

(fes¥:) & of (t. 1) ,
(s3] (ohiga] Vi

1/2 fir 3=0 und j=% ,
(ij:‘y.i) ~ GJThK(t1-%—’SJ) s O'j ={ 1 ‘“Fiip j=1,-..,£'1
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Multiplizieren wir die erste und die letzte Gleichung von
(6') mit 2/h und die Ubrigen Gleichungen mit 1/h, so er-

halten wir das System (cj=:uj ~u(jh); o=1/r)

a[ uj_1-2u%+uj+1 uj-1+4:j+“j+1] B
h

Man erkennt hier eine Differenz-Quadratur-Approximation
der Aufgabe

b [d
u{-u“(s)+u(s)] + g Lf K(t,s)K(t,s')dt]u(s')ds' =
C

K(t,s)fg(t)dt , asssb, u'(a) = u'(b) =0 .

1}
O 0

Obrigens ist die letzte Randwertaufgabe genau die Ticho-
nowsche Methode mit H=w%(a,b) 5 F=L2(c,d) wie oben, aber
ohne Diskretisierung (eine gute Ubungsaufgabe), weil in
diesen Rdumen gilt

A* : J—l T

AT, (ATE)(s) = J K(t,s)f(t)dt (feL,) ,

0o

Ju = -u"+u , D(J) = {u €W§(a,b) : u'(a) = u'(b) = 0}

In diesem Beispiel ist

g, = IIA(I-P)I]

IA

1
np = IHI-Q Al s cor 5 ¢y = 7||A1||w;_yl_2 ,

b
(Apule) = § 2RLES) y(s)as
a at

* 1 T
H(I-P ATl s cgh 5 g = F][A ||L2—>L2 >
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(hier nehmen wir an, daB 3K(t,s)/3t existiert und einen
beschrankten Operator Al:w%»Lz definiert).

Analog lassen sich die Methoden (7') und (8') konkreti-
sieren.

5.5 A priori Parameterauswahl.

Die Bedingungen (2), (3) und (5) sedien enflillt und es kon-
vengiene Ph—>I (h ->0) punktweise. Der Regularisierungspa-
rnametern r=r(8,h) sel in (4) s0 ausgewdhtZt, daB

r(6,h)> = , 62r(6,h) =0 , £2r(6,h) s const (80,h-0).

Dann gilt ur( - u, (6-0,h-0), wobei u, die zu Uy ndchste

&,h)
Losung von (1) 4iskt.

Im Falle
Ug-uy = A [Pv by = IAlpv0 1
wdhlen wir
2
b i p+1 -2
12 -.m1n.{d16 5 d2 3 }
odexn
SN
: p+1I -
r = min {dlé P 5 dz(gh+nh) 2} , dl,d2 = const> 0

Es gilt die Fehlerabschdtzung

D
: + min {1, 1NK2s
(B B il s P g ), IR gy,
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I 3
Beweis. Es gilt u -u,¢€ N(A)Y = R(A ) .

* *
(10) urh_Phu* = (I_AhAhgr(AhAh))Ph(uo'u*) +

+ 9 (AADAG (0 FmAyPyu,)
Aus (5) folgt, daB
|lAh'Al| = ||QhAPh-A|! §|lQhA(I'Ph)|[ 3 ]I(I'Qh)A|| §£h+nh (h-0)

Benutzen wir die punktweise Konvergenz P - I(h=0), so ist
es mit Hilfe des Satzes von Banach-Steinhaus leicht zu be-
weisen, daB fir jedes weR(A¥)

(I-ALA g, (AA ) JPw > 0 (h=0,r=w) .
Damit gilt
* *
(I—AhAhgr(AhAh))Ph(uo-u*) -0 (h>0,r->=)
Aus (2) und (3) mit p=0 folgt, daB

sup AVZ lg..(2)] s y*rvz (r>0) 5 yv4 = const .

0sas<a i
Deshalb ist
g (AR AT = 11 g, (ApAL) (ApA YE 115 vur V2 (r0)
Weil
0 Fs-APrtx = Q(Fg-f) + QA(I-P U, » I-Py = (1-p,)%
und damit

||th5'AhPhu*l| =6 + Eh||(I'Ph)u*H

gilt, folgt aus (10), daB

(11) Ilurh'u*||§|lu*'Phu*|] + | (I'A:Ahgr(A;Ah))Ph(uo'u*)|| a2

* Y*T1/2(6+Eh||(I-Ph)U*H
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Hieraus folgt die Konvergenzaussage.
Sei nun uo-u*=|A|pv - uo=|A]pvO und damit u*=|A|pv* s

VAV o=V, Die :Abschdtzung (11) nimmt die Form an:
i p * * p
(11 ) ||urh—u*][§]|(I-Ph)|A| V*[[+l|(I'AhAhgr(AhAh))Ph[A‘ V|I ik

+ varY? (seg |1 (1-,) 1A Pvyl])
Wir zeigen, daB

p
Eh s 0.5p Sy
(12) (1-P) AP s
1 (1-P,) 1AL P ] {||A[|p-1£h o
Es gilt )
1 (1P [AIPIE = 11 CCz-py ) IALPITIL =11 AL P(I-P,) ]

Fiir 0spsl schdtzen wir die letzte Norm ab mit Hilfe der
Momentengleichung: fiir jedes u€H gilt

L IAIPCT-Pyull sITIAT(T=P )ull Pl (1-Py )ull 7P =

=1 AP Yull Pl (1P, Yull 7P s 6P|l u]

Das beweist (12) fiir 0spsl; der Fall p>1 ist eine unmittel-
bare Folgerung aus der Abschdtzung fiir p=1.

2
Fir r Smin {dlé R dzzgz} ist

p
rU26$d¥2637T rv sdyz

2
Eh 2 s

und (11') nimmt die Form (siehe (12)) an:
p
: * * —_T 3 1’
(119 {1 upp-ux [ S11(T-ApA g, (ApAp) )Py [AIPY [ +c 8PF Tac, RN 1.P)
Essigailst

P IAIP=1A IP+(1AP 1P A, (PR, [AIPP - AP, [P)+p, [A[P(1-P))
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und (siehe Sektion 5.7, Folgerung 2 und Lemma 2)

i

(185 « [L1apL [P = gag [Pl (] ] a8, [P = Tag e, P g g h et
ay

(14) 1 Py [51PPy = JARGIP || = e, g nEhaR)

Benutzen wir noch (12), so erhalten wir
* *
| (1-A AL (A AL)) PLIAIPY]] <

S| (1-A0Ape (ApAL) [AG P T+ el PALRD o IR R )

G it
V
A
-p/2
yp/zr nach (3)
2
" g ~p+ -2 :
Flir-r = min {dlé 5 dzgh } ist

P p
o L {dip/zéaiT 5 dép/zgﬁ} < dip/zép+I + dép/zgﬁ

und damit

P
p+1 min{l,p} , nmin{Z,p})
h

* * -
| (1-ApAyg, (ArAp) Py 1AIPYI] s (6P + o

Die Fehlerabschdatzung (9) folgt nun aus (11' ).

" 5.6 Benutzung des Diskrepanzprinzips.

Die Diskrepanz |1Ahurh-th6|} hat die folgenden Eigenschaften
(vgl. Lemma 1, Sektion 3.2):

Tim || Aju -Q F || = [[APu-Q f ]| 3

"0 h=rha~h-6 h*h e =h &
Tim IIAhurh'théll = ig; |1AhPhu-th61[g||AhPhu*-th6][§
-0 u

A

6 +§h||(I-Ph)u*|[ 5
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ist g (1) stetig in r, so ist [[Aju -Q fs]| stetig in r;

ist [1-ag,.(2)| fallend in r, so ist |[Aju.,-Q.f || fallend

&l
s

Wir formulieren Regeln fiir die Parameterauswahl:
Regel 1. Wir fixieren die Konstanten b1>1 » bpozby d>0

(a) Ist IIAhPhuo—th6|I§b26 , so sei r(&,h)=0 (und u =P, u );

. = ; -2 3
(b) ist ||Ahurh-théll>b26 fiir alle rE(O,d(Eh+nh) ) , SO sei

r(8,h)=d(g +n, )72

(c) Sonst wdhlen wir ein beliebiges r=r(6,h)€(0,d(£h+nh)—2> s
so daB
b, 8 s||Ahgrh—th61| Sbyb .
Regel 2. Wir fixieren die Konstanten b>0 , ©€(0,1) , d>0

(a) Ist [l AP u -0, fsll s bs , so sei r(s,h)=0 (und u,, =P

oh=Pnlo)s
(b) ist Il A,u -0, Fsll >bs fir alle re(O,d(£h+nh)'2), so sei

r(a,h)=d(ah+nh)'2 :

(c) sonst wdhlen wir ein beliebiges r=r(5,h)e(0,d(£h+nh)_2) >
so daB

Il Apu.p-Qufsll <bs und artelor,rl: [[ A u ,-Q, fsll 2b8

Satz 2. Sei A€L(H,F), ||A]|Zsa , FER(A) , || Fy-F]ss
Die Bedingungen (2) und (3) mit p,>% , v, = 1 und die Be-
dingung (5) sedien ernflillt und es konvergiere Pp,~>1 (h-0)
punktweise. Dern Paramefer r=r(&,h) in den Anndherung (4)
sedi gemdB den Regel 1 odern Regel 2 ausgewdhfZ. Dann

6%r(5,h) =0 , (£24n2)r(s,h) sd , Up(s,h) = lx  (80,820) ,
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wobei u, die ndchste Lésung von (1] zu u, Lst.

Im Falle
uo—u*=lA|pv s Uy =1A|pvo

gelten die Abschitzungen

2

oy

(15) r(6,h) smin {dlé : d(gh+nh)‘2} i

(16) ][ur(é’h)-u*ilgc(ép/(P+1) NEALICHRS +nﬁin{p,2})(0<p§2po_1)

Beweis: Wie in Sektion 3.4 kann man das Folgende beweisen:

I (1-A, nAn9y (AhAh)) p(Ug-us) [0 (8-0,h-0)
dann und nur dann, wenn
(17) 1] A (T-ApAug (ApAL) )Py (U -uy) [[ 20 (8+0,h0) 5
dabei kann r=r(&,h) ganz beliebig sein.
Es gilt
Aptpn=Qnfs = Ap(T-ApApg, (ApAL) )Py (uguy)
- (T-ApAG L (ApA) ) (0 F5=ALPpUx)

Weil |[I-AhA:g (A A ]]gy =1 , erhalten wir hieraus
* Xk
[ Ah(I‘AhAhQr(AhAh))Ph(U “Uy ) =] Ahurh th6|l+6+‘5h” (I-P )U*H

[ A ( iz A Ahg (AhAh))P (u ue) Il 2l Ahurh_théH_é 'ghll (I‘Ph)u*H

Es sei r=r(6,h) mittels Regel 1 ausgewdhlt, wobei
IIAhPhuo—th6(|>b26

sei (Fdlle (b) und (c) in Regel 1).

Dann gilt

(18) ||Ah(I'A:Ahgr(égh)(A:Ah))Ph(uo'u*)H +§h” (I—Ph)U*Hg(bl—l)é
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und im Falle (c) zusdtzlich
(18') || A (I- AhAhgr(é,h)(A:Ah))Ph(uo'u*)IIg(b2+1)6 +gp lf (T-Pdug ]

Im Falle (c) folgt die Erfuillung von (17) aus (18').
Im Falle (b) ist (17) auch erfiillt, da dann r(<5,h)=d(,gh+nh)'2 -
(6-0,h-»0). Damit ist bewiesen, daB (siehe (11))

il(I-A;Ahgr(é,h)(A:Ah))Ph(uo-u*)|1»0 (8-0,h-0)

AuBerdem erhielten wir die wichtige Ungleichung (18). Multi-

plizieren wir sie mit [r(cS,h)]l/2 , so erhalten wir

1/2 1/2|I

(by-1)8Lr(8,h)1"/ ¢ sr(s,h)] Ap(1- AhAhgr(é’h)(A:Ah))Ph(uo-u*)||+

+ 0r(s,m)1M2 g ] (1-P)u, ]

Weil immer r(s,h) sd(g,+n, )72 . haben wir

[r(6,0) 112 € 1] (1-P,)u |l sa¥ 2| (I-P, )u, |20 (6-0,h0)

Mit Hilfe des Satzes von Banach-Steinhaus ist es leicht zu
beweisen (vgl. Lemma 2, Sektion 1.6), daB

P21 A (1-Ar AL, (APAL) )Py (U =Uy) [[+0 (1o, ho0)

(hier ist die Bedingung p0>,Z wichtig). Damit ist es bewie-
sen, daB

sir(6.h)12 50 (640,h0) ,

[r(8,h) 1/ 2(seg, || (1-P, )u, ]| ) »0 (+0,h-0)
Aus (11) sehen wir, daB ur(é,h) U, (6-0,n~0)
Nun sei u -u, = |A1pv 3 W = |A]pv0 (0<p§2p0-1) und damit
uy = [A|Pv, , V= o
Weil

PRlAIR = (A 1P« (AP 1P - A IP) + (P IRIPP - [AP.P) + P [RIP(1-P)),
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erhalten wir mit Hilfe von (12), (13) und (14)
*
||A (1= AhAhgr(AhAh))Ph(uo'u*)il5

p+1l
U -1 /2 min{p,1} min{p,2}
E [Y(p+1)/2r e 0r C(Eh *ny MH al

Diese Abschdtzung ersetzen wir in der Ungleichung (18), die

12

wir vorldufig mit [r(6,h)] multiplizieren:

/2

(19) (by-1)8[r(s6,h)] scqlr(s,h)] P12 e S

1

(beachten wir, daB ||(I—Ph)u*|[ =[|(I—Ph)|A[pv*[|§cgﬁin{p’1}

2

12 1./2 p+l

und gh[r(é,h)] <d Y. ISt r(8,h)zs6 , so folgt aus

(19) die Ungleichung

(20) r:-,[,,(6,,,)}1/2§C<6p/(lo+1) i Errr]ﬁn{p,l} S nr:in{p,Z})

ist r(6,h) <6 2/ (P*1) o5 ist sir(s,h)11/2 5P/ (P+1)

d.h. (20) ist wieder erfiil1t. Damit ist (20) immer erfiillt,
und das ermdglicht die Fehlerabschdtzung (11) wieder zu der
Form (11'") zu fiihren.

Ist r(6,h) = d(§h+nh)'2 (Fall (b) in Regel 1) oder

r(é,h) 26_2/(p+1)
5.1 zeigen, daB

., s0 konnen wir wie im Beweis des Satzes

(21) 1| (I-A;A g (ArA,) )Ph|A]pv||§c‘(5
Komplizierter ist es, diese Ungleichung auch im Falle
r(6,h) <min{6'2/(p+1) 5 d(§h+nh)_2} zu erhalten. Zundchst

bemerken wir, daB, fir O<r<r1 s 0sNsary

2

(22)  (1-2g,.(2))° s K[<1-xg ()% + ra(1-ag, ()]

min{p,1} | min{p,Z}
€2Mn 2

p . .
p+l +€ﬂ1n(p,1} +nﬂ1n{p,2}>.
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Tatsichlich, fir 0 éxs;%— , 0<q<1 , folgt aus (2), daB
1 ;

g, (0] Sa . (1-A9r1(x))2 2 (1-9)% ,

und (22) gilt mit «=1/(1-q)%. Fir x2-d st raza/y ,

1
und (22) gilt mit «x =v/q . Fir alle A€[0,a] gilt (22) dann
mit < =max{1/(1-q)% , v/q}. Aus (22) folgt, daB, fur

0<r<r1 > WEH  ,
* * 2
(TR Ay g, (ApAL) W]
* * 2
< K[II(I-AhAhgrl(AhAh))wrl + ryll A (1- AhAhgr(A:Ah))w||2]
und
1 (1-ApA g, (ApA ) W

K1/Z[II(I-A’;Ahgrl(A:Ah))wH +ri/2|| A (1-A¥A g (ATA, )wl]]

Nun benutzen wir die letzte Ungleichung mit

=r(&,h) e = min{é-z/(p+1) 5 d(gh+nh)_2} ., W =Ph]A|pv
|| (T-ApAL g (ATA))P, [AIPY]| <
1
e /2(||(I-A:Ahgrl(A:Ah))Ph|A|pv]}+

+ min{é Sy gt +nh)'1}|lAh(I-A:Ahgr(A:Ah))Ph(uo-u*)Il) s

< o l(6p/(p+1) ) Emin{p,l} A nmin{p,Z})
(18'),(21) L A

(21) gilt also in jedem Fall. Aus (11'') und (21) erhalten
wir die Fehlerabschatzung (16).

Abschdtzung (15) ist eine leichte Folgerung aus (19).

Es bleibt unklar, ob (15) auch fiir p>1 gilt.

In [23, 4, 3, 10, 19] sind andere Parameterauswahlen unter-
sucht. T. Raus [23] scheint der erste gewesen zu sein, der
in Konvergenzuntersuchungen die Ungleichungen der Art (22),
(23) benutzte.
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5.7 Abschdatzungen fiir die Potenzen von Operatoren.

Fiir einen Operator B =B* 20 in einem Hilbertraum gilt die
Formel (siehe z.B. [11])

(23) B = sinom rra-liirig)lpdt , 0 <acl

0
Ubrigens, im Falle des kompakten Operators B ist diese
Formel leicht nachpriifbar, weil wegen der Gleichheit

& = 02ty £* L(ten)ladt , 0<a<l , 220 ,
]

beide Operatoren (B® und der Operator in der rechten Sei-
te) gleiche Wirkung auf die Eigenelemente von B haben.

Ist Bh
raum, so gilt

=B; >0 ein anderer Operator in demselben Hilbert-

2a) 8% -B% = Sin o™ ¢ yoririg )7 1(p -B)(tI+B) ldt (0<a<l)
T h

h . h
weil
(tI+Bh)_1Bh—(tI+BY1B < [I—t(tI+Bh)_1] S [I-t(tI+B) ] =
= -tr(t1+8, )"t - (148717 =
- -t(tI+B,) TI(tI+B) - (t1+4B,)1(t1+8) ! =

1

t(tI+B,) 1 (B, -B) (t1+B)"
- % * ”

Lemma 1. Fin B=B =20 , Bh =Bh 20 gilt

(25) 1 80-8P [l =<, 1By -B|| "M Pt (05p<a)

wobed cp auf jedes Intervall [O,po] beschrdnkt Ls%.

57

Fall p=o€(0,1) , Formel (24). Fiir t zep benutzen wir die
Ungleichungen

I pere sl L ) geremy st
damit
i 1 1 i €h
) > £ i
I J to(t1+B,) 1 (B, -B)(t1+B) Tdt||se, [ t* %dt = L1 .
€
h €h
Fir 0 <t <ep benutzen wir zusdtzlich die Ungleichungen
[| (t1+B, )7 1B ||s1 , || B(tI+B) "1|/s1
h h - > ( + ) Hg 3
damit
€
h & €h 2¢y
I f to(t1+B,) 7 (B, -B) (t1+B) ldt|[s2 [ t*7ldat - N
(o] 0

(eine etwas ausfiihrlichere Uberlegung erlaubt hier den Faktor
2 mit 1 zu ersetzen). Als Resultat erhalten wir

a o
. € €
oo sin omw h h 4 4
158011 s Ser (et ) cd o - 2 g -p)
Damit ist (25) fir p=a € (0,1) bewiesen.

Im Fall p =k (k natiirlich) ist (25) trivial.
Den Fall p=k +a (k natiirlich, a«€(0,1)) siehe in [33], S. 92.

Roillgeruing 1. Sei A€ L(H.E) ., Qh €L(F,F) ein Orthoprojektor,
||(I-Qh)A||§nh . Dann gilt

Frg AP [P lee, ap " {P22} " (o cpicaa)

* A
Il ((Q,A)"Q,A)P —(A*A)P||§c2p ngﬂn<2p,2}



58

und folgt unmittelbar aus (25) mit B=A"A , B, =A QA
. * 2
weil || B-B || = || A"(1-0,)Al| snf

Orthoprojektoren, ||(I—Qh)A]ignh « Dann . (Val.(13))
min{p,2
11 10,8P, 1P - (AP, Pllsc, np " TPe2) (0 5p <o)

Beweis: Das ist nur eine Umformulierung der Folgerung 1:

Operator A ist durch APh ersetzt.
Ausgehend von (20), bewies R. Plato [20] die Ungleichung
5
1P, IAIPP, - (AP [Plls7 ef (0sps2)

Mit (12) folgerte er hieraus die folgende Aussage.

Lemma 2. Es sei A€EL(H,F) und Ph € L(H,H) ein Orthoprojektor,

I| A(I-P, ) [l sg,, - Dann

11 AP 1P - AP sc, e iMoo sp <)

Hiernaus folgt auch (14).
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6. REGULARISIERUNG DER NICHTKORREKTEN EXTREMALAUFGABEN

6.1 Nichtkorrekte Extremalaufgaben. Eine Extremalaufgabe

J(u) »min , uer,
heiBt nichtkorrekt, wenn eine minimisierende Folge (un) cU0

existiert (mit J(un) -»inf Jd(u)), die keine konvergierenden
0

Teilfolgen hat. In der Regel sind solche Aufgaben auch

nichtstabil beziiglich Stdrungen von Daten, und sie bendti-

gen die Regularisierung um eine stabile Ndherungsidsung zu

finden.

Eine Gleichung Au=f mit einem (im allgemeinen nichtlinea-
ren) Operator A:E->F zwischen Banachrdumen E und F kann als
die Extremalaufgabe

J(u):=|[ Au-f|[>min , ueU cE ,

formuliert werden. Eine Gleichung Au=f mit einem linearen
*

selbstadjungierten Operator A=A 20 in einem Hilbertraum H

kann auch als die Extremalaufgabe

J(u):=(Au,u)-(u,f)-(f,u) »>min , u er cH

formuliert werden. Hier ist Uo cE bzw. U0 cH eine Menge,
die die genaue Ldosung enthdlt, z.B. Uo =E bzw. U0 =H. Ist
der Operator A:E->F bzw. A€eL(H,H) kompakt, so sind diese
Extremalaufgaben nichtkorrekt.

6.2 L-Rdume von Frechet. In der Theorie der Extremalaufga-

ben benutzt man oft die schwache Konvergenz, manchmal auch
die Schwacthonvergenz. Das war ein AnlaB, die Aufgaben-
stellung in allgemeinen topologischen Rdumen zu untersuchen.
In der Theorie der nichtkorrekten Extremalaufgaben benutzt
man andererseits aus der Topologie sehr wenig, man kann al-
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les mit Hilfe von zwei elementdren Eigenschaften der konver-
gierenden Folgen aufbauen. Diese Eigenschaften (10 und 20)
sind bekannt als die Axiome der L-Rdume (Limes-Rdume) von
Frechet. Wir werden die Aufgabenstellung in den L-Rdumen
formulieren.

Zundchst erinnern wir uns an die Definition eines L-Raumes
(siehe [12]). Ein L-Raum ist eine beliebige Menge U, in der

(un) <U ausgewdhlt hat, wobei jeder Folge Ugslgseneslps...
dieser Klasse ein Element u € U,der sogenannte t-Limes, zu-
geordnet ist (man schreibt U Lu oder t-1im up =u), so daB
gilte
1° jede stationdre Folge mit u, =u (nh =102, .. ) st
t-konvergent und t-1im U, =us

2° wenn die Folge (un) t-konvergent ist und
1 <kl <k2 R <kn < oo @ik, so dist auch die Teilfol-

ge (uk ) t-konvergent und t-1im Uy =t-1im u
n

n°
n

Familie (u5)6€(0 5 ) heiBt z-kompakt fir 6-0, wenn jede Fol-
’To

ge (u5 ) mit 6§ -0 t-kompakt ist.
T n

Als die T-Konvergenz kann man die folgenden Konvergenzen be-
trachten:

(a) starke Konvergenz, d.h. ug 3u, wenn ||un—u||»0 ;
T £ 3 * *
(b) schwache Konvergenz, d.h. u,>u, wenn <un—u,u >*0 Vil EEE
* T * * %
(c) Schwach -Konvergenz, d.h. u,>u, wenn < u,un—u>*0 Youg E

%
Hier E ist der Dualraum von E; im Beispiel (c) ist voraus-
*
gesetzt, daB E selbst der Dualraum von einem Banach-Raum E
WSt
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6.3 L-Raum mit einem stabilisierenden Funktional.
Es sei U ein L-Raum. Ein Funktional @ : U-» IR heiBt stabili-

Qa0 viur el 5
u, Ju = q(u) slim e(u,)

Q(un) sconst (n=1.2,..:) = (un) ist t-kompakt.

(a) Sei UckE eine abgeschlossene kompakte Menge in einem Ba-

nachraum E; die t-Konvergenz bedeute die starke Konver-
genz und

o(u) =w(llul]) »

wo W : [0,») »[0,=) eine streng wachsende stetige Funktion
mit w(e) == ist. Es ist klar, daB die drei Bedingungen
auf @ erfiillt sind.

(b) Sei U<E eine schwach abgeschlossene Menge in einem re-
flexiven Banach-Raum E; die t-Konvergenz bedeute die
schwache Konvergenz und @ sei definiert wie im Beispiel
(a). Die drei Bedingungen auf @ sind wieder erfiiilt (die
dritte Bedingung folgt aus der Eigenschaft der reflexiven
Raume: Ifun[|§const=»(un) ist schwach kompakt). Hat der
Raum E die H-Eigenschaft (Hilbert-Raum-Eigenschaft), d.h.

up ==>u (schwach) , [[u [[=]]ull=]|u -ul|+0 ,

so gilt die folgende Aussage:

unlu 5 Q(un)»sz(u)»flun-uH -0
b
(c) Es sei U=V[a,bl], ||u[|V = |u(a)] +g(u) (der Raum der

Funktionen mit beschrédnkter Variation), die t-Konver-
genz bedeute die punktweise Konvergenz auf [a,b], und
es sei

a(u) =w(ll ull ) »

Wo W :[0,o) >[0,o) dieselben Eigenschaften habe wie im
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Beispiel (a). Die drei Bedingungen auf @ sind wieder er-
fiil1t (die dritte Bedingung nach dem Satz von Helly). Man
kann beweisen, daB in diesem Beispiel
T
u Su , o(u.)->(u) = sup |u (t)-u(t)|-0,
2 (gt o) astsby O
1 1

wo [al,bll cla,b] eine beliebige Strecke ist, auf der die
Grenzfunktion u stetig ist.

6.4 Extremalaufgabe. Wir betrachten die Extremalaufgabe

J(u) »min , ueuogu A

wo U ein L-Raum mit einem stabilisierenden Funktional @ ist.
Ohne das stets zu erwdhnen, wird immer das Folgende voraus-
gesetzts

- die Menge U cU ist (t,Q)-abgeschlossen in dem Sinn,
daB

E .
U, 2u,~u (eu) . Q(un) sFonst==u €y, s
- das Funktional J :U-IR dist auf ganz U erkldrt und
(t,2)-halbstetig in dem Sinn, daB

T : .
up U, Q(un) sconst=J(u) <lim J(un) 3

- die Aufgabe ist l1dsbar:
Jge :=1inf J(u) >- o,
Vo
Up = {ug €U 2 d(uy) =Jd4) 0

Es bezeichne

und
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(die Menge der Q-normalen LOsungen). Aus unseren Vorausset-
zungen folgt leicht, daB Vi #@. Wir haben J, und ein u,€V,
zu finden.

6.5 Aufgabe mit gestdrten Daten. Statt U0 cU und J : U->1R
seien U6 =1l und J6 :U6 - IR gegeben. Diese Ngherungsaufgabe
sieht damit so aus:

Jé(u)»min s uelycU (0<6§60)

Es wird immer vorausgesetzt, daB

(1) |9g(u)-3(u)| sbysa(u) vue, ;
(2) 6,0 » UanBUnI’“EU » @(u,) sconst=uel, ;
(3) Je sJd(u) +b269(u) vueU(S 2

(4) avéeu6 (0<6<6

0) J(vé) s d, +b369(v6) , Tim Q(Vé) =Ry

§-0

(5) 3wgeUg (0<6s8.) : Tim o(w
&-0

) sinf @(u) , Jd(w

Yo

) <const

8 8

Hier sind b1 =0 b2 20 und b3 20 Konstanten, die von & nicht
abhdngen. Die Bedingungen (2) und (3) bedeuten, daB U6 kein

Element enthdlt, das "zu entfernt" von U0 ist. Die Bedingungen
(4) und (5) garantieren, daR mindestens ein Element u, eV, und

ein Element woewo "gut approximierbar" sind, wobei

wo = {w0 €U0 :Q(wo) =inf o(u)k ;
Vo
fir die Beispiele (a), (b), (c) der Sektion 6.3 mit der zu-
sdtzlichen Voraussetzung U0 30 ist wo ={0}. Wenn U6 2U0 gl
so sind (4) und (5) mit Ve T ULEV, by =0 , wg =W EW . er-
fiillt. Wenn UscsU, - dann sind (2) und (3) mit b, =0 erfullt.
Dieser Fall (U6 EUO) tritt z.B. ein, wenn wir wieder die Bei-
spiele (a), (b), (c) der Sektion 6.3 betrachten, wobei UO clcE

gegeben ist und U5 =U0 nE6 , wobei E6 cE ein endlichdimensio-
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naler Teilraum ist. Wir sehen, daB die Bedingungen (1)-(5)
es ermdglichen, die Diskretisierung der Extremalaufgabe
einzufiihren.

Die Bedingung (3) wird in Vasiliev [34] eingefiihrt. Dort
kann man man auch eine ausfiihrliche Analyse der Bedingung
(3) fir konvexe Extremalaufgaben finden.

Die Beispiele (b) und (c) von Sektion 6.3 zeigen, daB ne-
ben der Konvergenz unAiu* €V, auch die Konvergenz
Q(un)-+Q(u*) =Q, nitzlich sein kann. Unsere endgliltige Auf-
gabenstellung lautet: Ausgehend von gestdrten Daten U6 und
J6 (statt Uy und J), finde eine N&herungslosung Ug EU6

(0 <6§60), so daB (ué) fir 6 »0 t-kompakt ist und die t-Li-
mes-Punkte von (ué) zu V, gehdren und J(ué) ->Jd, Q(ué)-’g*
(6 »0) gilt. Das folgende Lemma zeigt, wie man das errei-
chen kann.

Lemma 1. E5 sed Us EU6 (0<16§60) und

Tim J.(u) sdy o Tim g(us) s@
-0 S 4 §-0 e n

Dann 48% ug gin 6 >0 t-kompakt, die t-Limes-Punkte gehdren
zu Vg und es gilt

Jé(ué)-nl* . Q(ué)—wz* (6-0)

ten Eigenschaft des stabilisierenden Funktionals @ ist die
Familie (ué) t-kompakt fir 6§ 0. Es konvergiere 5, -0 ,

Ug Su'. Dann gilt u’ €Uo (siehe (2)) und

n
Jia™) =1im' Jlu. ) sTam J(us ) = Tim do (U ) 20, & unelliz sy
Sn Sn (1) 5p° %y : 5
sowie
Q(u') s1im Q(u6 ) <Tim Q(u6 Y 2@ Ut eV,
n n
Alle Zeichen "<" miissen hier "=" sein, sonst bekommen wir

einen Widerspruch mit den Definitionen von U, und V, (z.B.
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J(u') <J,). Das bedeutet, daB

Tim J(us ) =Tim I (ue ) =d, . 1im Q(u; )=g
én 6n 6n * 6n o

Ein indirekter Beweis ermoglicht leicht, dies fiir (alle)

8§ -0 nachzuweisen.

6.6 Regularisierung. Wir regularisieren unsere Extremalauf-
gabe mit Hilfe der Tichonowschen Methode:

o3(u) := Jg(u) +ag(u) »min , uelUy (x>0)

Lemma 2. Wir nehmen an, daB Us (t,0)-abgeschlossen is%

(g, 5 3u , e(u,) sconst=u €U6) und Jg (1,9)-hatbstetig
isz (Ug 3un-;u , o(uy) sconst=Jg(u) sTim Jg(u,)). Dann £s2
die Aufgabe Qg(u)-+min s UEUg , firn o>(by+b,y)E koanekt:
jede minimisienende Folge (un) cU6 ist t-hompakt, wobel fin

T-konvergierende Teilfolgen up Su' (neN'cIN) gik:

og(u') =inf eg(u) ,

Us

Jglup) »3g(u') 4 a(uy) »a(u') (neN')

Beweis siehe [31].

Wir werden dieses Lemma nicht anwenden, und daher ist es fiir

das Folgende gleichgiiltig, ob seine Voraussetzungen erfiillt

sind. Im Folgenden bezeichnet ug ein beliebiges Element von
Ué, fir das
(6) og(ug) sinf og(u) +b,6a(ug)

U6
Hier ist b4 20 noch eine Konstante, die von & und o nicht

abhdngt. Ist die regularisierte Aufgabe genau geldst, so
kann man b4 =0 setzen.
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Satz 1. Es sed a =a(8) >0 s0 gewdhlt, daB
(6) »0 , 6/a(6) >0 (6-0)

Dann is% (ug(é)) t-kompakt {ir & -0, die t-Limes-Punkte
gehdren zu V, und

ity sa, Saut N Se, (5307

¢} o

o5 (ug) g@%(vé) +b459(ug) -

wo inf ¢g(u) durch ¢g(v6) ersetzt ist mit v €U, aus der
Bedingung (4). Das heiBt

Js(ug) +an(uy) $3g(vg) +a(ve) +by60(uy)
Hier ist
Js(vg) sJd(vg) +|J6(v6) —J(v6)| = o U +(b1+b3)69(v6)
(1),(4)
und unsere Ungleichung nimmt die folgende Form an:
(7) Jg(ug) + (a-by8)a(ug) Sy + (atby8+bs8)Q(vy)
Hieraus folgt, daB

Tim J.(u) g9
azb45,a—>0,6—>0 6""6 *

Insbesondere haben wir fir o« =a(8) >0 , 6/a(8) >0 (&6-0)

7 3505 <.

d.h. fiir ug(é) ist die erste Bedingung von Lemma 1 erfiillt.
Nun schreiben wir (7) so um:

(a-by8)a(ug) s (atby5+b38)a(vs) +[3,-3(u3)] +

+[J(ug) —Jé(ug)]
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Hier ist (siehe (3) und (1))

Jy - d(ug) sbyd(ug)) » [Js(ug) - I (ug)| sbysa(uy) ,
und die Ungleichung nimmt die folgende Form an:
(7") [ - (by#b,+b )8 ]a(ug) < (avbys+b38)a(v,))

Wir sehen, daB

Tim Q(ug(é)) sTim o(vy) < o, >
60,5/ (6)-0 5-0 (8)

d.h. auch die zweite Bedingung von Lemma 1 ist erfiillt. Die
Behauptungen des Satzes folgen aus dem Lemma 1.

6.7 Abschdtzung von J_.

Lemma 3. Es gilit

T [a-(b1+b2)6]9(ug) <o%(ul) sd, + {a+(b1+b3)6]9(v6) +b,60(u)

Jé(u) 2Jd(u) —bIGQ(u) 2y —(b1+b3)6Q(u)
und damit
02(u) = Jg(u) +an(u) 29, +[a-(b1+b3)6]9(u)

Hieraus folgt die Abschatzung von ¢g(ug) nach unten. Die Ab-
schdatzung nach oben ist schon bewiesen - das ist (7).

__________ A

] 86, BS 5
Wir setzen: Ag = 0 (u6 ). Dann gilt

(8) A
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88,85 B+by+bs

Y5 ¥s

A

— Q(v.) sconst (6-0)
SO, POy 0
Nun folgen die Behauptungen aus dem Lemma 3.

Wir sehen, daB J, bei gestdrten Daten mit 0(&8)-Genauig-
keit approximierbar ist. Davon kann man bei der Parame-
terwahl Gebrauch machen. Dabei ist es wichtig zu wissen,
wie sich ug fiir groBe o verhdlt.

Lemma 4. Die Familie (ug) &4t §in 60, o> t-kompakt,

die t-Limes-Punkte gehiren zu W, (Sektion 6.5) und es gilt:

o(ug) »inf Q(u) (6-0,a-w) ,
]
(o]
lim Js(ug) 2 ivrllf J(u)

. &5-0,a-
. 0

@g(ug‘) gqag(wé) +b459(ug) .

o1

Jglug) +aa(ug) sdg(ws) +an(w,) +byéa(ug)

s
und

20(ul) san(wg) +Jg(wy) +[J(ug) —Jé(ug)] .

¥ [J* -J(ug)] -3, +by80(ul)
Mit Hilfe von (1), (3) und (5) erhalten wir hieraus

Tim Q(ug) gTTﬁ'Q(wé) <inf q(u)
-0

60,00 U0

Hieraus folgt die t-Kompaktheit von (ug) fiir 6§ >0 , o >}
a
s nrt -
sei Gn-*O ey Tl uén-->u0 , dann ist U er und
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a [¢3
Q(u_ ) <1im @(u n) <Tim @(u n) s infiigu) =,
o e () )
n n UO

drshe Uy EW und die Ungleichungen "<" sind Gleichungen

a

6”) =inf (u)

Tim Q(u

Es ist auch klar, daB
. o o
inf J(u) sJ(uy) slim J(uén) =lim J; (uG")
n n
)

(9) J, 5= dnf d(u) <inf Ji(u)
Uo No

Fir B >b1 +b2 +b4 und b =const existieren dann ein § >0

B,b

und ein a b >0 5 so ‘dap: fir 6 <96

8, und o >a8,b gilt

B,b

o o]
J5(u5) > g +b69(u6)

Es ist klar, daB J, <sinf J(u). Gilt hier'die Gleichheit,

o
so ist Vo, nW, +@ und unsere Extremalaufgabe

J(u) »min , u el Q(u) »min ,

ist dquivalent zu der einfacheren Aufgabe
J(u) »>min , u ewo
In Beispiel (c) und in den Beispielen (a) und (b) in

Sektion 6.3 ist wo = {0} und die letzte Aufgabe ist tri-
vial. Also ist die Bedingung (9) ganz natiirlich.
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6.8 Parameterauswahl ("Diskrepanzprinzip"). Wir geben drei
Konstanten vor:

B >b1 +b2 +b4 5 b >b1 +b3 +b4 OBk oot e

wir berechnen u%s (siehe (6)), Ag =¢§6(ugé) und wdhlen ein
beliebiges a =a(8) 286 , fiir das ein o' € [a,ca] existiert,

so daB

(10) Jé(ug) §A6+b6§2(ug) :

v

(10') 3g(u8) = ag +bsa(ul’)

Dabei nehmen wir an, daf ein Algorithmus zur Verfiligung

steht, der fiir alle o286 das Funktional @2 auf Ug mit Ge-

nauigkeit (6) minimiert. Welches ug €Ug dieser Algorithmus

bestimmt, ist nicht wichtig, nur (6) muB erfiillt sein.

Fiir o =86 ist (10) erfillt, fir geniigend groBe o' und ge-

niigend kleine & st (10') erflil1t (siehe Folgerung 2).

Unsere Parameterauswah1rege1'1iefert ein "fast maximales" o,

fiir das (10) erfiil1t bleibt. Man kann a=a(8) iterativ be-
*k

stimmen: berechnen wir ug (k=0,1,...,k6+1) filiv o = B6L ,

0
o =C% g (k=1,2,...), wobei kg die letzte Zahl ist, so
daB fir o=a (k=1,...,kg) noch (10) gilt und fiir o' =ak6+1
(10') gilt. Dann geniligen & =op und o' =8E 0 den Bedin-
<] &

gungen der Regel.

Bemerkung 1. Im Falle b, =0 (genaue Minimisierung von Qg)
gibt es ein Eé , so daB fir a <E$ (10) und fir o'> 35(10')
erfiillt ist. Im Falle b4 >0 ist dieser Grenzwert nicht

"eindeutig".
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Bemerkung_2. Im Falle b, =0 sind Jg(ug), o(ug) und og(ug)
monotone Funktionen von o (siehe die Zeichnung), wobei
¢g(ug) auch stetig ist (siehe z.B. [14]). Im Falle b, >0

ist auch das "verschmutzt".

3 (u)

0 2
N
a
/Jé(ué)
i
/_l
s (
i I
0 T 1 o 24
; |
! |
! [
N | |
; |
|
\ l
) [
! |
e
Q(u?)
- : r‘\\~§““‘———————— 5 S o

Eine ziemlich komplizierte Parameterauswahlregel im Falle
b4 =0 wird in Leonov [13] angegeben.
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6.9 Hauptresultat.

Satz 2. Es sei die Bedingung (9) ernfillt und es sedl o =a(6)
gemdB den Auswahlfregel von Sektion 6.8 gewdhft. Dann is%
(ug(é)) t-kompakt f§ir & -0, die t-Limes-Punkte gehéren zu
Vy und es gilt

5 a(6)

70 s g8y g, 2(u2l®)ysa, (5-0)

T Jeluit®ly g
i slugt ") Sy

a) Fall a(ﬁn) 2%y 30 5 6n -0 . Aus (7') und (4) folgt dann,
daB Tim Q(ug(én)) <Qx . Aus Lemma 1 folgen die Behaup-
n
tungen des Satzes.
b) Hauptfall: «(6) -0 (6-0); dann gilt auch «'(8) -0
(6 »0) mit o' aus der Parameterauswahlregel. GemdB (10')
und (8) haben wir

)iz dy +b69(ug ) s

deshalb folgt

3 (ug') 23, + (o +b8)a(uf )

s

Andererseits gilt nach (6)

a'

%s

(ug|) gégl(vé) +b4éQ(ugl)

mit Ve €U6 aus der Bedingung (4). Folglich ist

Jg # (o +b6)Q(ug ) §J5(v5) +a'Q(v6) +b4éQ(ug Yoty
also
(o' +bs —b46)Q(ug ) &dg{vy) -y +elalv,)
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Weil nach (1) und (4) Jé(v6) -Jy s(b1 +b3)69(v6) , nimmt
unsere Ungleichung die Form an:
L) (o' +bs -b45)9(ug ) S(a' +by& +bgs)a(vy)

Weil b-b, >b1+b3 (siehe die Bedingung auf b), gilt

Q(ugl) sa(vg) > ETE Q(ugl(é)) =9,

(siehe (4)).AuBerdem ist es wie im Beweis des Satzes 1
leicht nachpriifbar, daB

Tim Jg(ug () <J,
6-0
Nach Lemma 1

a(ug' (®)) v, (5-0)

Wir bemerken, daB Q, >0 , weil im Falle Qy =0 die Menge V,aW nicht

leer und inf J(u) sJd, ist, was der Bedingung (9) wider-

0
spricht. Wir schreiben die Ungleichung (11) um in die Form

(b-by -by-b,)6a(ul’) s (a +b s +b36)[sz(v'6') -Q(ug')]

Hieraus folgt

() ! 1 !
3 5+ 1 = 36 Q(ug )gm [Q(Vé) 'Q(Ug )]—PO (6 —)O) N

und das ist nur méglich, wenn &/a'(8) >0 (&6-0). Folglich
gilt auch 6/a(6) >0 (6-0). Die anderen Behauptungen des
Satzes 2 folgen nun aus dem Satz 1.

Parameterauswahl vereinfachen: wir geben die Konstanten
b >b1 +b3 +b4 und ¢ >1 vor und wahlen ein beliebiges

a=a(6) >0 so daB, mit einem o' € [a,cal] ,
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[0 o
Jé(ué) Sl +b69(u6) s

at a
J5(u5 ) =2d, +b59(u6 )

Satz 2 bleibt giiltig.

6.10 Anwendungen fiir nichtlineare Gleichungen.

Wir betrachten die Gleichung
(12) Au=f .5 A2 EsF ,

wo E und F Banach-Rdume sind. Die Quasildsungen dieser Glei-
chung auf einer Menge UcE sind die Extremalen der Aufgabe

J(u) := || Au-f[| >min , u€eu
Statt f€F und A :E~-F seien fg €F und Ag : E~>F gegeben mit

Il fo-flls &6 o [[Agu-Aul| séw(|lull) vueu,

wobei w : [0,») > [0,») stetig und streng wachsend sei mit
W(we) =w. Fir Jg(u) =]§A6u-f6|| haben wir

!J6(u)—d(u)| < 6Q(u) VvuceE
mit
Q(u) =1 +w([lull) .

Dieses Funktional ist in verschiedenen Fdllen stabilisie-
rend fir UcE - siehe die Beispiele (a), (b) und (c) in
Sektion 6.3. Eine entsprechende Bedeutung hat die Bedingung
von Sektion 6.4 fir die (t,Q)-Halbstetigkeit von J, z.B.
muB im Fall (a) mit kompaktem UcE A :E->F stetig (beziig-
lich der starken Konvergenz in E und F) sein; im Fall (b)
mit schwach abgeschlossenem UcE muB A :E->F stetig bezlig-
lich der schwachen Konvergenz in E und F sein usw. Der Ein-
fachheit halber sei Uo :Ué =UcE. Dann sind die Bedingungen
(2)-(5) trivialerweise mit b2 =b3 =0 erfiillt. Unsere letzte
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Ungleichung ist die Bedingung (1) mit b1 ="1."Eilir dile Ticho-
nowsche Methode

||A6u—f6|| +a(l+w(|lul])->min , uel,  ,

kann man nun die Parameterauswahlregel von Sektion 6.8 kon-
kretisieren und die Sitze 1 und 2 anwenden. Wir bekommen in
den F&llen (a), (b), (c) verschiedene Konvergenzaussagen fir
verschiedene Bedingungen an U und A). Hat E die H-Eigen-
schaft, so bekommen wir auch im Fall (b) starke Konvergenz

von ug(é) (6 0).

6.11 Anwendung auf die Lawrentiew-Methode.

Wir betrachten die lineare Gleichung
(12) Rusd 5 AL . A=aT 20 . PER(A)
wo H ein Hilbertraum ist. Die L&sungen von (12) minimisie-
ren das Funktional

J(u) := (Ausu) = (u,f) - (f.u) -, ueh
Statt f € R(A) und A€L(H,H) seien f6 €H und A6 € L(H,H) ge-
geben mit

*
I| fg-fll=6, Ag=Ag » [l Ag-All =6 .

Fir Jé(u) =(A6u,u) -(u,fé) -(fé,u) haben wir

|0g(u)-d(u)| s8|ull? +25]lullssa(u) , ueH ,
mit
2
o(u) =2l ul|” +1
Dieses Funktional ist stabilisierend fir U =H beziiglich
der schwachen Konvergenz. Wir sehen, daf mit U0 =Ug =U=H

fir J und Jg alle Bedingungen der Sektionen 6.4 und 6.5
erfiillt sind, wobei in (1)-(5) by =1, bZ =b3 =0. Die re-
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gularisierte Extremalaufgabe sieht so aus:
; 2 2
dug(u) : (Agusu) = (usfg) - (fgou) +a(2][uf[® +1) »min , ueH.

Wir 16sen diese Aufgabe genau, d.h. b4 =0 in (6). Die Ablei-
o

tung von @6

daB

ist flir die Extremale Null, und das bedeutet,

Aéu + 20U =f6

(Lawrentiew-Methode fiir die Gleichung (12)!)
Die Parameterauswahlregel von Sektion 6.8 nimmt die folgende
Form an: Wir geben Konstanten b>1 , g>1 , ¢>1 vor; wir

-1 = [ [
berechnen ug = (2ol +A) fg fir o =86 und A, =¢§ (ug ) und

wahlen ein beliebiges o 288, so daB mit einem o' € [a,ca]
die Ungleichungen

2
Is(uz) =ug 4 bs(2]|ugll® #1) -,

112

Jglug ) 22  +b8(2]] ug +1)

gelten. Nach Satz 2 gilt: ug(é)——» Uy > Q(ug(é))-»g* Q(8-0).

Dank der H-Eigenschaft folgt hieraus, daB ||ug<6)—u*||»0 (6 0).

Hier ist u, die normale Ldsung von (12). Die Bedingung (9)
bedeutet in diesem Beispiel, daBR 0 keine LOosung von (12) ist,
d.h. f+0.

\
EPTLs
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